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线性高光谱解混模型综述
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摘要: 高光谱遥感技术具有强大的地物探测能力． 然而，其空间分辨率低的特点导致光谱图像中存在大量的混合像

元，该现象阻碍了高光谱技术的应用和发展． 针对米级以下的高光谱图像，线性混合模型能够很好地为混合像元建

模． 由于其物理上的可释性以及数学上的可操作性，作为光谱解混基础的线性混合模型受到了广泛关注，为高光谱

图像的混合像元解混问题提供了重要的解决思路． 然而，由于观测噪声、环境条件、端元变异性和数据集大小等情

况的存在，线性解混依然是一个具有挑战性的不适定的逆问题． 通过整理近五年的文献资料，分别从非负矩阵分

解、原型分析、贝叶斯方法以及稀疏解混四个方面介绍线性解混数学模型的发展现状以及面临的问题．
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An overview on linear hyperspectral unmixing

YUAN Jing1* ， ZHANG Yu-Jin1， GAO Fang-Ping2

( 1． Dept． of Electrical and Engineering，Tsinghua University，Beijing 100084，China;
2． School of Information Engineering，Institute of Disaster prevention，Lang Fang 065201，China)

Abstract: Hyperspectral imaging acquires precise spectral information about the scene radiance that is
exploited from efficient earth exploration in remote sensing． However，because of the limited spatial
resolution，mixed pixels widely exist in the obtained hyperspectral data． It severely hinders the applica-
tion of hyperspectral data． Hence，hyperspectral unmixing ( HU) has become an essential task for HSI
analysis． The most commonly model used for the mixture formation is a linear process or non-linear
process． As linear mixing model ( LMM ) has clear physical meaning and is amenable to mathematical
treatment，it has received widespread attention． To tackle the unmixing challenge，a number of linear
algorithms have been proposed effectively． However，unmixing is a challenging，ill-posed inverse
problem because of observation noise，environmental conditions，endmember variability，and data set
size． The paper provided a comprehensive review of the state-of-the-art model in spectral unmixing．
These models are discussed according to the following four categories: matrix decomposition，arche-
type analysis，bayesian method and sparse regression． In addition，both advantages and defects of these
models are presented． Finally，a perspective on future research directions for advancing spectral unmix-
ing methods is offered．
Key words: hyperspectral image，unmixing，overview，matrix factorization，bayesian method，archetype
analysis，sparse regression
PACS: 89． 70． -a

引言

20 世纪 80 年代以来，高光谱遥感技术成为综

合对地观测的重要组成部分，也是国际对地观测技

术竞争的制高点之一． 过去十年来，国际权威期刊上

发表的关于高光谱遥感信息处理与应用的文献数量
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以每年 15 % 的速度递增［1］． 可见针对高光谱遥感

图像的研究工作越来越受到广泛关注． 高光谱遥感

图像将反映物质辐射的光谱信息与反映物质二维空

间的图像信息集于一体，实现了”图谱合一”，如图 1
所示． 忽略大气因素的影响，高光谱图像中的每个像

元可以看作是视场中的物质在数十个甚至数百个连

续波段的电磁波信号下的综合表现． 在 400 ～ 2 500
nm 的波长范围内其光谱分辨率一般小于 10 nm． 高

光谱图像具有波段多、光谱范围窄和波段连续等特

点，极大地增强了其探测物质属性信息的能力，使得

高光谱技术在发展初期广泛应用于对地观测［2］． 近

年来，在环境监测等领域的使用也越来越普遍［3-11］．
然而，高光谱图像的空间分辨率较低，导致了每个像

元可能同时包含了多个基本地物的光谱信息． 该像

元被称为混合像元． 大量混合像元的存在阻碍了高

光谱图像分析技术的应用及发展． 因此，从混合像元

中提取基本地物和计算各个基本地物在混合像元中

所占的比例成为了高光谱图像分析的关键预处理技

术，被称为高光谱解混． 提取混合像元中包含的基本

地物被称为端元提取; 计算每种基本地物所占的比

例( 丰度) 被称为丰度估计或丰度反演［12］．

图 1 光谱图像［2］

Fig． 1 hyperspectral remote sensing image［2］

高光谱解混的算法依赖于场景混合模型的建

立． 混合模型用以描述场景中的物质如何相互作用

并形成像元内的合成光谱． 现有的混合模型主要有

线性模型与非线性模型． 大尺度的光谱混合通常被

认为是一种线性混合，而小尺度的光谱混合经常被

认为是非线性混合［12］． 线性混合模型如图 2 所示:

地表有三种物质 m1，m2，m3，太阳入射光只与一种

地表物质发生作用，地表物质之间并无相互作用，每

个光子只能“看到”一种物质并按照 a1，a2，a3 的比

例叠加到相机的传感器上［2］． 当图 2 中的条件不满

足时，非线性混合效应将显现出来，如图 3 所示．

图 2 线性混合［2］

Fig． 2 linear mixing model［2］

图 3 非线性混合［2］

Fig． 3 nonlinear mixing model［2］

本文从权威会议和期刊共收集到了参考文献

100 多篇，这些文献涵盖了近五年线性光谱解混模

型的有关内容． 可见，线性光谱解混模型依然是国内

外研究的热点． 分析其原因: ( 1) 线性光谱混合模型

具有简单、效率高以及物理意义明确的优点; ( 2) 对

于米级以下空间分辨率的高光谱图像，线性光谱混

合模型能更好地描述实际光谱混合现象［13］．
光谱解混的研究工作已经开展了 30 余年． 涉及

到最新的光谱解混的综述文献共有 8 篇． 均从不同

的角度对光谱技术进行了比较完善的总结和整理，

这些文献在线性光谱解混方面的综述工作存在一些

不足，如表 1 所示．

1 线性混合模型

线性混合模型( Linear Mixing Model，LMM) : 光

谱图像中的每个像素点是由若干个端元的谱线性组

合而成． 如图 4 所示: 设 Y = ( y1，y2，…，yK ) ∈ＲL × K是

K 个像素 L 个波段下的光谱图像，θ = ( θ1，θ2，…，

θN ) ∈ＲL × N 为含有 N 个端元的端元谱库，θi ( i = 1，

2，…，N) 为第 i 个端元的 L 个波段的光谱，线性混合

过程可描述为:

图 4 线性光谱解混［43］

Fig． 4 linear hyspectral unmixing［43］
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表 1 涉及到光谱解混的综述文献
Table 1 reviews including hyperspectral unmixing

作者 年份 优势 缺点

Bioucas Dias 等［2］ 2012
1986 年到 2011 年的线性光谱解混技术包括几何方法、统计学方法和
稀疏解混方法等内容．

没有介绍原型分析、贝叶斯方法、深度
NMF 方法等最新的解混技术

Heylen Ｒ 等［14］ 2014
近 20 年的非线性解混模型和算法． 其内容包括双线性模型、稠密矿物
质谱解混模型、光线跟踪模型，神经网络模型，核方法，支持向量机技
术，流形学习方法，分段线性化方法等非线性解混技术

仅关注了 2014 年前的非线性解混模型．

Shi C 等［15］ 2014 阐述了 2012 年前的融合空间信息和谱间信息的光谱解混模型
没有介绍原型分析、贝叶斯方法、深度
NMF 方法等最新的解混技术．

张兵 等［12］ 2016
在综述高光谱图像处理与信息提取方面的关键问题的内容中，简明扼
要的阐述了 2014 年前的 35 篇线性混合像元分解的文献内容． 重点介
绍了优化方法．

文献较陈旧数量不足，未给出解混技术
的详细分类以及各技术的优缺点．

张良培 等［1］ 2016
在综述基于稀疏表示理论的高光谱图像处理与分析方法中提及了 12
篇 2011 年以后稀疏半监督解混技术，并针对技术的优缺点给出了说
明．

关注了 12 个稀疏解混的解混技术，没有
涉及原型分析、贝叶斯方法、深度 NMF
方法等最新的解混技术

Wang L 等［16］ 2016
在综述空间信息在遥感图像分类与解混技术的应用时，提及融入空间
信息的光谱解混技术，其内容侧重于端元提取，在丰度估计部分的综
述部分涉及的文献数量仅 17 篇．

关于线 性 解 混 的 文 献 数 量 不 足． 其 中
2012 年以后的文献数量是 6 篇．

张莹彤 等［17］ 2017 综述整理目前光谱数据库的建设进展与应用领域． 未关注线性光谱解混的最新进展．
杨斌 等［18］ 2017 介绍了近年来非线性光谱解混方法的发展状况． 未关注线性光谱解混的最新进展

Y = θW + E ， ( 1)

其中 E 代表高斯噪声． 为了表述方便，全文中的 Y
表示观测光谱矩阵，θ 为端元谱矩阵，W 为丰度矩

阵，E 表示噪声矩阵． 光谱解混由两部分组成: 端元

提取和丰度估计．
本文将线性解混方法分为五类: 几何方法、非负

矩阵分解方法、原型分析方法、贝叶斯方法和稀疏解

混方法． 通常，几何方法将单纯形的顶点看作端元．
因此，其主要用来做端元提取． N-FINDＲ［19］和顶点

分量分析( Vertex Component Analysis，VCA) ［20］ 是

最流行的几何方法． 虽然这些方法简单快捷，但是需

要光谱数据满足纯端元的假设，这种假设在实际工

程领域通常是不存在的，因此，近年来关于几何方法

的解混工作基本上属于停滞状态，所以，本文将不再

介绍该项工作的研究情况．

图 5 全文综述脉络图
Fig． 5 survey contents

本文的综述脉络如图 5 所示． 主要从四个方面

综述线性光谱解混内容: 非负矩阵分解( Nonnegative
Matrix Factor，NMF) 、原型分析 ( Archetypal Analy-

sis，AA) 、贝叶斯方法( Bayesian Method，BM) 以及

稀疏解混( Sparse Unmixing，SU) ． ( 1 ) 非负矩阵分

解，又分为浅层非负矩阵分解和深层非负矩阵分解．
基于浅层 NMF 的光谱解混的目标是利用各种先验

信息通过一次非负矩阵分解实现光谱解混． 深度

NMF 的光谱解混方法是受深度学习启发而开展的

一项探索式的尝试和研究． 非负矩阵分解能同时实

现提取端元和丰度估计的功能． ( 2 ) 原型分析的目

标是通过构造原型分解模型克服 NMF 在光谱解混

过程中出现的非凸问题． 该部分将从基本原型分析、
基于核函数的原型分析以及深度原型分析三个方面

进行简要概述． 原型分析能同时实现提取端元和估

计丰度的功能． ( 3) 贝叶斯方法的目标是通过构造

端元和丰度的最大后验概率完成光谱解混． 将分别

从似然函数、丰度先验、端元先验以及空间信息先验

四个方面进行整理、分类和比较． 贝叶斯方法能同时

实现端元提取和丰度估计的功能，也能在端元已知

的情况下，仅实现丰度估计． ( 4) 稀疏解混的目标是

在端元谱库已知的情况下，采用回归技术估计丰度．
该部分将从拟合误差、丰度先验和结构先验三个方

面进行整理． 该部分内容与基于稀疏丰度约束的非

负矩阵分解的内容非常相似，所不同的是稀疏解混

仅仅用来估计丰度，其参考文献均来自稀疏解混的

研究领域．

2 基于非负矩阵分解的光谱解混

给定观测光谱 Y = ( y1，y2，…，yK ) ∈ＲL × K，求解
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端元矩阵 θ 和丰度矩阵 W 的问题转变为公式 1 的

逆问题． 根据矩阵分解原理，观测光谱矩阵可被拆解

为端元矩阵和丰度矩阵的乘积． 又根据物理含义，端

元矩阵 θ 和丰度矩阵 W 需满足非负性要求． 因此，

NMF 适用于光谱解混． 从数学角度看，实际工程中

端元的数量 N 远远小于波段数 L，该现象必将导致

非负矩阵分解存在无穷多的解． 因此，基于 NMF 的

线性光谱解混方法的工作重点是研究如何能克服其

解不唯一的缺陷． 本章从两个方面归纳这些改进方

法，如图 6 所示: ( 1) 对观测矩阵只进行一次非负矩

阵分解，并在分解过程中增加先验信息约束( 浅层

非负矩阵分解) ，其先验信息分别来自端元、丰度和

结构． 端元的先验一般分为光滑性先验、单纯形先验

和谱变异先验; 丰度先验一般分为光滑性先验和稀

疏性先验; 结构先验包括局部和非局部结构信息．
( 2) 对观测矩阵进行多次非负矩阵分解( 深度非负

矩阵分解) 以克服其解不唯一而导致的问题［21］．

图 6 基于非负矩阵分解的综述脉络
Fig． 6 contents of the NMF

值得注意的是: 近两年来，有研究者直接对高光

谱图像进行了简便、快捷地预处理操作，降低了谱变

异对光谱解混的不良影响． 将高光谱图像分解为低

秩矩阵和稀疏矩阵． 其中，低秩矩阵可以表示固有的

光谱特征，稀疏矩阵中含有谱变异信息． 并通过对高

光谱图像进行低秩矩阵估计减小光谱变异对光谱解

混的影响［22］． 另外，利用不稳定指数( Instability In-
dex，ISI) ［24］选择稳定的波段信息，亦能够消减谱变

异对光谱解混的影响［23］． 其他关于谱变异的解混方

法在非负矩阵分解的端元先验模型中以及贝叶斯解

混方法的端元先验模型中均有所体现．
2． 1 浅层非负矩阵分解

浅层非负矩阵分解指的是在光谱解混中仅进行

一次非负矩阵分解的方法． 通常丰度矩阵 W 需要满

足两个约束: 矩阵 W 的所有元素非负 ( Abundance
Nonnegativity Constraint，ANC) 和列向量的和为1( A-
bundance Sum Constraint，ASC) ［2］，其数学表达为

W≥ 0 1T
NW = 1T

K ， ( 2)

则基于 NMF 的光谱解混模型被定义如下:

argmin
θ，W

1
2 Y － θW 2

F ， ( 3)

s． t． W≥ 0，θ≥ 0 1T
NW = 1T

K

为了进一步缩小 NMF 的解空间，获得具有明确

物理含义的解混结果，需要增加丰富的先验信息进

行分解约束［25］． 本节归纳的先验信息主要包括: 端

元信息、丰度信息和结构信息．
2． 1． 1 端元信息

( 1) 光滑性

观察图 4 发现端元谱在局部是光滑的． 最初通

过为端元矩阵施加 F 范数约束表示光滑性特征［26］．
这种“光滑”约束，容易破坏端元光谱的急剧变化情

况，损坏其光谱形状，影响端元提取． 因此，通过最小

化端元光谱的方差对光滑性进行约束可以有效改进

上述方法中存在的问题［27］． 另一方面，实际场景中

不同的地物通常有不同的光谱． 而相同的地物一般

具有相似的光谱，这种相似性主要体现在光谱的吸

收特征上． 大多数现有的光谱相似性测量，例如光谱

角度图( Spectral Angle Map，SAM) 和相关系数( Cor-
relation Coefficients，COＲ) ，均没有考虑光谱的吸收

特征． 通常不同位置或不同尺度的吸收特征可以通

过相应的小波系数反映出来． 采用小波频谱加权表

示光滑特征具有较好的稳定性［28］．
( 2) 单纯形

端元是由光谱数据构成最小体积的单纯形的顶

点，最初采用端元谱矩阵的行列式表示单纯形的体

积［29］． 由于个别端元谱库中存在某个波段的光谱被

移除的现象，在约束单纯形体积最小的基础上通过

增加异常点模型以克服上述不连续问题［30］． 进一步

观察端元谱数据发现［27，31］: 端元倾向于最小单纯形

的顶点，该特征被称为紧凑性特征． 找到一个最小体

积的单纯形的本质是找到一个尽可能紧凑的单纯

形． 该紧凑性特征通过最小化每个端元与端元质心

之间的距离进行表示． 虽然端元是包含所有观测像

元向量的最小单纯形的顶点，但是，只有当这些向量

彼此不同时，才能形成可包含所有观测像元向量的

单纯形，该特征被称为“端元差异”［32］，并采用谱信

息散度［33］对其进行表示． 该散度值越小意味着两个

谱之间越相似． 反之，意味着谱之间差异越大． 此外

考虑到端元谱之间不仅仅存在差异性，同样存在相

似性，可采用流形刻画端元谱之间的相似和相异信

息［34］．
( 3) 谱变异性
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传统观点认为端元谱不具有变异性． 然而，这种

假设对于实际数据集通常不适用，原因是: 材料的辐

射或反射率可能会随着环境的变化而发生显著变

化，例如，环境、光照、大气和时间变化等，均可能导

致估计误差在整个解混过程中传播［35］． 因此，光谱

变异性引起了人们的广泛关注． 本节将介绍基于

NMF 框架的光谱变异性模型． 实际工程中，有些谱

变异是由于可加性扰动破坏了原有的纯端元谱而导

致的，可采用干扰矩阵对这类谱变异进行建模［36］．
在最小体积约束 NMF( Minimum Volume Constrained
NMF，MVCNMF) ［37］的基础上建立扰动 LMM 模型

( Perturbed LMM model ，PLMM) ［36］． 其缺点是物理

含义不明确． 考虑到每个像元中的端元可能都存在

变异，通过用对角矩阵乘端元的方法有效地模拟由

光照影响的反射率的变化． 该模型被称为扩展的线

性 混 合 模 型 ( Extended Linear Mixing Model，
ELMM) ［38］，其物理机理明确． 然而，由于 ELMM 模

型假设所有波长都是固定的缩放比例，当端元受到

更复杂环境的影响而导致其光谱失真时，缺乏必要

的灵活性． 例如，在不同条件下对植被光谱的实验测

量显示了光谱变化对波长间隔的显著依赖性［39，40］．
在 ELMM 模型的基础上考虑了每个波长间隔的光

谱变异，采用依波段的比例因子使新模型能适应端

元光谱的任意变化． 该模型被称为广义线性混合模

型( Generalized Linear Mixing Model，GLMM) ［35］．
非负矩阵分解中的端元先验综述结论如图 7

所示．

图 7 非负矩阵分解中的端元先验综述结论
Fig． 7 summary of the endmembers based on NMF

2． 1． 2 丰度信息

通常情况下，端元谱库的端元数量远远多于混

合像元中包含的端元的数量，因此，其丰度具有稀疏

性特征［41］． 其次，两个相邻像元含有某相同端元的

比例非常相似，因此，丰度矩阵的行具有分段光滑性

特征［42］． 图 4 中的丰度矩阵的行和列进一步说明了

丰度的稀疏性和光滑性［43］．
( 1) 稀疏性约束

含稀疏性约束的 NMF 解混模型如下:

argmin
θ，W

1
2 Y － θW 2

F + W 0

s． t． W≥ 0，θ≥ 0 1T
NW = 1T

K ， ( 4)

其中 W 0 表示矩阵的 0 范数，用来刻画稀疏性能．
该模型中的 0 范数具有非凸性，使得求解模型的难

度增加． 在( Ｒestricted Isometry Property，ＲIP) 条件

下，1 范数可以代替范数［44］; 因此，将式( 4 ) 进行改

进后的模型如下［42］:

argmin
θ，W

1
2 Y － θW 2

F + W 1

s． t． W≥ 0，θ≥ 0 1T
NW = 1T

K ． ( 5)

1 范数具有良好的凸性，使得公式( 5 ) 能够获

得全局最优解． 但是，1 范数不具有完全的可加性

约束［43］，实验证明 0． 5比 1 范数更接近真实的稀疏

解［45，46，47，48］，且计算效率更高． 0． 5 范数的迭代自适

应更新算法［49］，进一步提升了计算效率; 将 0． 5范数

的自适应参数方法应用于光谱解混，能够改善稀疏

效果，提高解混效率［50］; 将 0． 5 范数进一步推广到

q ( 0≤q ＜ 1 ) 范数，通过实验发现当信号的信噪比

( Signal Noise Ｒatio，SNＲ) 较低且稀疏性较高时，q

范数比 1 范数更有助于提高光谱解混的精度［51］．
但，如何自适应地选择 q 值甚为关键． 基于数据引导

的 q 自适应选择方法能有效地解决上述问题［52］． 然

而，q范数在 q = 0 处是不可微的，其数值误差会影

响精度和收敛性． 为了改善 q 范数的解的不稳定

性，提高对噪声的鲁棒性，采用 arctan 函数表达稀疏

并代替 0范数，取得了较好的效果［53］． 此外，由于同

一个端元仅仅分布在个别像元中，说明丰度的行和

列均具有稀疏性． 并通过为丰度矩阵施加 21范数约

束来表达该稀疏性特征［54］． 进一步考虑局部空间信

息，发现相邻区域的丰度具有较强的相似性，通过采

用权重表示空间相邻信息，同时将其施加给稀疏项，

以获得更为鲁棒的稀疏解［31，55，43］． 另一方面，高光谱

图像通常非常大，由于硬件的存储空间有限，提升传

统算法的计算效率的难度大大增加． 分布式稀疏高

光谱分解算法为提高解混效率开辟了新的途径［56］．
当存在高度混合像元和极高相似端元谱的情况

下，稀疏性先验无法实现准确地光谱解混效果．
( 2) 光滑性

地面物体的平滑变化意味着光谱图像中很少发

生突变，这说明丰度的光滑性是大多数自然地表的

固有属性，被视作空间的相关性． 考虑到相同地物的

像元的丰度变化缓慢，可采用计算该像元的丰度与
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其邻域的平均丰度的差表达其平滑性［57］． 同时考虑

到不同 的 端 元 谱 之 间 存 在 弱 相 关 并 用 K-L 散 度

( Kullback‘Leibler Divergenee，KLD) 对其进行表示，

该约束避免了过度平滑，并保持了相似地物的内在

多样性． 此外，丰度的光滑性可由丰度的差分进行表

示，差分越小光滑性越强． 进一步分析: 空间区域中

含有纯端元的像元出现在相同地物上的可能性较

大，其意味着该地物的光滑性强; 而混合像元中可能

存在于包含两个或更多不同的地面覆盖物的过渡区

域，表明此区域的光滑性弱． 加权的光滑性约束方法

可以为上述先验建模［58，59］． 再者，从丰度矩阵的行

视角来看，某材质的丰度图是分段平滑的，采用全变

差信息 ( Total Variation，TV ) 表 示 其 分 段 的 平 滑

性［43］． 若将丰度看作一副灰度图，TV 表达的是行列

梯度之和． TV 正则化方法被视为对丰度图进行了去

噪处理，提高了对噪声的鲁棒性． 另外，实际的光谱

图像中的地物由不同类别的对象组成，每一种地物

都有其特有的主要分布区域，这导致了丰度变量具

有分散性． 该分散性特征揭示了每个端元对应的丰

度变量似乎是相互独立的． 然而，独立假设在 LMM
中被 ASC 减弱，这表明混合像元造成了不同物体的

丰度之间存在一定的弱相关性． 可用互信息表示不

同丰度之间”弱相关”特征［59］，并用 K-L 散度［60］对

互信息进行表示．
丰度的光滑性先验导致在过渡区域容易出现过

平滑现象，虽然能够通过加权的方式进行改进，但依

然无法彻底解决该问题．

图 8 非负矩阵分解的丰度先验综述结论
Fig． 8 summary of abundance information based on NMF

2． 1． 3 结构信息

空间信息可以有效地表示同质性区域( 含相同

地物) 以及过渡性区域( 含不同地物) ，根据万物皆

有关系的思想，距离近的关系更加紧密，距离远的关

系愈疏远，将距离作为权重约束丰度之间的关系以

更准确地对丰度进行估计，并得到了更鲁棒的光谱

解混结果［61］． 按照该思路，每个像元可以被其空间

邻近像元线性重构，该结构被称为流形结构，并通过

图模型理论将其嵌入到 NMF 模型，以保持数据的局

部几何结构，使高相似性的相邻像元可以联合在一

起实现解混［62-66］． 在此基础上，将光谱空间中的内

在流形与空间数据一致性约束相结合，采用双图正

则稀疏 NMF( Double Graph Non-negative Matrix Fac-
torization，DGNMF) 提高了解混精度［67］． 由于单图

模型只能简单表示两个像元之间的关系，而超图模

型能够为多个像元之间的高阶关系建模，采用超图

模型更准确地表达空间相似和光谱相似的关系． 在

超图模型中，每个顶点表示光谱数据中的一个像元，

多个像元之间的关系用超边表示，该模型将空间域-
光谱域的联合结构作为正则项纳入模型中，以强化

处在同一超边的像元丰度的一致性［68］． 此外，超图

的超边结构和相应的权重可以鲁棒地表示空间相邻

像元之间的相似关系，降低了噪声对解混结果的影

响． 上述思想是基于局部邻域信息，在实际光谱图像

中，同一个物质不仅仅分布在某一个局部区域，亦有

可能分布在整个视场中，并通过采用物质依赖约束

对该现象进行建模． 其原理是某像元的光谱是由相

似像元的光谱线性组合而成，相应的该像元的丰度

是由相似端元的丰度线性组合而成． 组合系数呈现

稀疏性特征［48］． 按照该思路，若原始光谱图像中存

在若干个同质区域，则处于同一个同质区域的像元

的丰度值相近，而处于不同的同质区域的像元丰度

值差别大，则在解混过程中加入同质区域的相似特

征与相异特征，能够改善解混效果［55］． 与其类似，可

对原有的高光谱数据集进行聚类，使用聚类标签强

化相似性和相异性特征． 若像元属于相同的类其丰

度权重设为 1，否则设为-1，并将该权重纳入光谱解

混的数学模型中，提高了解混精度［69］． 另一方面，考

虑到基于 NMF 的光谱解混模型将每个波段的光谱

数据拉成了一维向量导致空间信息丢失严重． 虽然，

出现了各种基于空间信息的 NMF 解混方法，但其空

间信息利用不够充分． 而三阶张量的数据结构不失

真地保存了空间信息，更适合高光谱数据［70］． 由典

型 多 态 分 解 ( Canonical Polyadic Decomposition，

CPD) ［71］、Tucker 分解( Tucker Decomposition，TD) 以

及 BTD 分解( Block Term Decompositions，BTD) ［72］相

结合的矩阵-张量分解的光谱解混． 其中 CPD 分解需

要张量秩的先验信息，求解该信息是一个非确定性多

项式问题( Non-deterministic Polynomial，NP-hard) 问

题，而 Tucker 分解无法直接与线性解混模型建立联

系，通过增加 BTD 分解的方式有效克服了上述问题，

并建立了矩阵-张量的线性解混模型．
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由于同时利用了空间和光谱信息，光谱-空间联

合约束表示的结构先验能够提高解混精度． 然而，如

何有效地建立光谱-空间联合关系，并全面准确地表

达光谱的结构信息仍然是一个具有挑战性的问题．
其综述结论如图 9 所示．

图 9 非负矩阵分解中的结构先验综述结论
Fig． 9 summary of the structure information based on NMF

2． 2 深层非负矩阵分解

一般情况下，基于 NMF 的光谱解混算法容易导

致 NP-hard 问题［73］． 浅层非负矩阵分解均在不同程

度上对各约束条件进行了松弛处理． 深层非负矩阵

分解的光谱解混模型是受深度学习思想的影响，使

用多层非负矩阵分解对高光谱进行解混处理，降低

陷入局部最小值的风险，提高了高光谱数据的解混

性能［21］． 在深层 NMF 结构中，端元矩阵被认为是若

干个稀疏矩阵的乘积，如图 10 所示． 在每一层的代

价函数中加入了端元矩阵的稀疏约束和丰度的稀疏

约束． 从物理角度来看，虽然端元矩阵不是稀疏的，

但是通过多层结构，可以将其分解成若干个稀疏矩

阵． 其综述结论如图 11 所示: 虽然该方法能够获得

比单层较好的解混性能，但物理含义不明确，其他性

能目前尚不清楚，需进一步对其进行探索和研究．
Y = θ1W1，W1 = θ2W2，WL － 1 = θLWL

θ = θ1θ2…θLW =WL

第 l 层的分解模型如下:

min
θlWl

1
2 Y l － θlWl

2
F + α θl 1

2
+ β Wl 1

2

s． t． Wl ≥ 0，θl ≥ 0 ， ( 6)

图 10 深度非负矩阵分解
Fig． 10 deep NMF

3 原型分析的光谱解混方法

NMF 的光谱解混虽然能够处理高混合像元的

情况，达到一定的解混效果，但其非负性导致该方法

容易陷入局部极值解，且易产生虚假的端元矩阵． 为

图 11 深度非负矩阵分解综述结论
Fig． 11 summary of deep NMF

了改善目标函数非凸性和虚假端元情况可采用原型

分析的光谱解混算法［74］． 针对该算法的综述脉络如

图 12 所示． 统计学中的原型分析是类似于聚类分析

的无监督学习方法，由 Adele Cutler 和 Leo Breiman
于 1994 年提出． 与“典型”观测( 聚类中心) 不同，它

寻求多维数据中的极值点，也就是所谓的“原型”．
原型是若干个观测值的凸组合，同时，观测值也可表

示为原型的凸组合［75］． 高光谱混合像元中的端元具

有极值特征，因此，原型分析理论适用于端元提取，

同时亦能实现丰度估计． 它将每个数据样本表示为

一些纯原型的线性组合． 每个原型本身也是数据样

本的线性组合． 观测到的光谱信号与实际地面覆盖

类型之间存在着对应的关系［74］． 原型分析能够通过

增加松弛算子和尺度参数使得凸包的顶点移向凸集

内部从而减少虚假端元的产生．

图 12 原型分析的综述脉络图
Fig． 12 contents of archetype analysis

设 Y = ( y1，y2，…，yK ) ∈ＲL × K 是 K 个像素 L 个

波段下的光谱图像，原型分析的目的是找到 N 个原

型样本，θ = ( θ1，θ2，…，θN ) ∈ＲL × N，其目标函数可以

表示如下:
min
C，W

Y － θW 2
F = Y － YCW 2

F

s． t． C≥ 0，W≥ 0 ， ( 7)

其中，C∈ＲK × N，W∈ＲN × K ． θ 是端元矩阵，W 是丰度

矩阵．
传统的端元提取方法的基本假设是端元位于单

纯形的顶点． 原型分析属于在整个观测数据点中搜

索主凸包的凸优化方法． 即使高光谱图像中没有纯

端元，原型分析可以通过引入松弛因子 δ 和缩放参

数 α 处理该问题，如图 13 所示．
min
C，S

Y － YCdiag( α) W 2
F

s. t. C≥ 0，W≥ 0，1 － δ≤ αd ≤ 1 + δ ，( 8)
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图 13 原型分析
Fig． 13 archetype analysis

图 14 深度原型分析
Fig． 14 deep archetype analysis

为了拓宽原型分析在非线性光谱解混中的应

用，在核函数的基础上改进了基于原型分析的光谱

解混方法，该方法能够从映射的希尔伯特空间发现

原型，灵活地生成适应非线性数据的原型［76］． 同时，

受深度学习方法的启发，一种具有差分激活的多层

原型分析的解混方法，亦能改善解混效果［77］． 如图

14 所示: 网络的每一层通过对当前丰度进行原型分

解，产生了用于提升解混效果的新原型．
基于原型分析的综述结论如图 15 所示: 虽然原

型分析解决了 NMF 的非凸问题，但是该方法在高混

合度像元存在的情况下，如何调整松弛因子和尺度

参数使其能够准确地提取端元依然是一个难题．

图 15 原型分析的综述结论
Fig． 15 summary of archetype analysis

4 贝叶斯方法的光谱解混

本章的综述脉络如图 16 所示． 原型分析的光谱

解混的前提是端元谱是恒定不变的． 然而，实际工程

领域经常会遇到由环境变化引起的端元谱变异的情

况． 在 2． 1． 1 小节中，介绍了 NMF 框架下关于谱变

异情况的光谱解混方法，将谱变异情况视作某种矩

阵操作，但是其泛化能力不强． 而贝叶斯方法提供了

一个强大的框架，通过良好的统计手段将有意义的

先验信息纳入到建模过程中［78］能够为光谱数据、丰
度和端元中存在的变异性和不确定性建模． 从特征

学习 的 角 度 看，特 征 是 其 端 元，特 征 系 数 是 其 丰

度［79］． 贝叶斯特征学习模型最初是由 Schmidt M N
提出［80］，并由 Arngren M ［81］改进后应用于光谱解

混． 其从贝叶斯的角度对 NMF 光谱解混方法做出了

新的解释: 1
2 Y － θW 对应于高斯先验分布，正则

化项 J( θ) 和 g( W) 分别对应于参数 θ 和 W 的概率

先验． 丰度和端元被看作是最大后验概率( Maximum
a Posteriori Estimation，MAP) 估计量．

图 16 贝叶斯综述脉络图
Fig． 16 contents of Bayesian methods

p( θ，W Y，φ) =
p( Y θ，W，σ2 ) p( θ φ) p( W φ) p( σ2 φ)

p( Y)

， ( 9)

其中 σ2，θ 和 W 服从某种概率分布，这些分布函数

的参数组成了超参数 φ． p( Y θ，W，σ2 ) 称为似然函

数; p( θ φ) 为端元先验分布; p( W φ) 是丰度先验

分布; p( σ2 φ) 是噪声先验分布． 此外，为了利用空

间信息，改善解混效果，可通过将光谱图像分割成同

质区域并对其创建不同的类别标签，通过使用类别

标 签 和 马 尔 科 夫 随 机 场 完 成 对 光 谱 邻 域 的 建

模［78，82，83，84］． 该方法需要进一步考虑马尔科夫随机

场的先验表达形式． 因此，基于贝叶斯方法的光谱解

混通常需要关注似然函数、丰度先验分布、端元先验

分布、噪声先验分布以及马尔科夫随机场的先验分

布． 目前贝叶斯方法中普遍认为噪声方差服从参数
v，δ 的伽玛逆分布( Inverse-Gamma) ． v 服从杰弗里

斯先验分布( Jeffreys’s Priori) ，σ 通常设为 300［85］．
接下来将从似然函数、丰度先验、端元先验以及表达

空间信息的马尔科夫随机场进行综述．
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4． 1 似然函数

设观测光谱的混合模型写成向量形式如下: y =
θw + e，其中 e 是噪声．

目前似然函数的表达形式主要有两种:

第一种 似 然 函 数 模 型 可 表 示 为 多 元 高 斯 模

型［78-79，83，86-88，90-93］

p( y w，β) = N( y wθ，β －1I)

= ( 2π) －N/2β －N/2exp － β
2 y － θw[ ]2

2

． ( 10)

大部分文献采用这种似然函数的表达方法．
第二种似然函数模型是由 Wu Ｒ［92］提出，其认

为上述方法难以处理异常点的情况，并指出 y 不一

定都是高斯分布，偶尔可能存在异常点，此时 y 可以

表示为:

p( y w，β) = ( 1 － α) N( y wθ，β －1I) + αh( y)

， ( 11)

其中 α 表示 y 是异常点的概率; h( ． ) 表示异常点概

率密度函数，此处，其概率密度函数是均匀分布． 该

方法采用随机最大似然算法求解模型参数，可解决

部分异常点问题．
4． 2 丰度先验分布

本节从四个方面整理和比较丰度先验的数学模

型: 均匀分布; 高斯分布; 狄利克雷分布; 拉普拉斯分

布．
( 1) 均匀分布

根据丰度 W 必须满足 ASC 和 ANC 的约束条

件，单纯形上的均匀分布被选为丰度向量 w 的先验

概率分布［83，86-87］．

S = { w wr ≥ 0，r = 1，…，Ｒ∑
Ｒ

r = 1
wr = 1 }

f( w) ∝ 1 s ( w) ， ( 12)

其中∝意味着左右项成”正比”，1 s ( ． ) 是定义在 S
上的示性函数

1 s ( w)
1，如果 w∈S
0，{ }其他情况

丰度矩阵先验表示为

f( W) = ΠN
n = 1 f( wp ) ． ( 13)

( 2) 高斯分布

均匀先验含有很少的先验信息，Eches O［90］提

出用 Eches 模型表示丰度的先验信息． 该模型需要

对丰度向量进行参数化处理，设丰度向量 wp 的每个

成份被表示成一组随机变量( t1，p，t2，p，… tＲ，p ) 的函

数，其数学表达式如下:

wr，p =
exp( tr，p )

∑ Ｒ

t = 1
exp( ti，p )

， ( 14)

其中 ti，p为逻辑参数． 该函数表示将 t 变化到 w 的操

作． 其逆操作表示为

tp = clr( wp ) = ln
w1，p

g( wp )
，…，ln

wＲ，p

g( wp
[ ])

，( 15)

其中 g( wp ) = Ｒ w1，p…wＲ，槡 p ． tp 的成份服从独立同分

布的高斯分布
tr，p | zp = k，μr，k，δ

2
r，k ～ N( μr，k，δ

2
r，k )

． ( 16)

该方法开辟了用非约束的随机向量描述带约束

的丰度向量的新途径．
另外可将光谱数据划分为若干个同质区域，统

计同质区域的方差和均值，并将该区域的丰度视作

服从此方差和均值的高斯先验分布［94］．
( 3) 狄利克雷分布

狄利克雷( Dirichlet) 分布能克服均匀分布对先

验信息描述不足的问题［95］． 其原因是: Dirichlet 分布

能自动满足 ANC 和 ASC 的约束条件，可处理高光

谱数据中通常存在的统计依赖性问题，其混合形式

( 混合 Dirichlet 分布) 能够对更复杂的分布情况进

行建模． 其中，丰度向量服从参数 u 的狄利克雷分

布，其数学表达如下:

f( w | u) = ∑ K

k = 1
kD( w | uk )

= ∑ K

k = 1
k
Γ(∑ p

j = 1
ukj )

Πp
j = 1Γ( ukj )

ΠP
j = 1w

ukj－1
j ，( 17)

其中 Γ( ． ) 是伽马函数． 该先验得到了研究者的广

泛认可［78，84，88，91-93，96］．
进一步考虑，wr，p 的分布［90］并不具有封闭的形

式［78］，tr，p的独立性假设在理论上并不成立． 为了诠

释丰度稀疏性特征，其提出了丰度向量服从常量参

数( a，…，a) ∈瓗 Ｒ 的对称狄利克雷先验分布的表示

方法．
wp ～ Dir( a，…，a)

f( wp ) ∝ ΠＲ
r = 1w

a－1
r，p ， ( 18)

其中，a = 1 当等同于均匀先验分布; 当 a ＜ 1 意味着

稀疏性先验分布．
( 4) 拉普拉斯分布

由 1 范数表示的稀疏性约束本质上等同于拉

普拉斯分布［97］，则提出用拉普拉斯函数表示丰度概

率分布的方法．

( wi λ) = λ
2 exp( － λ wi )
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( w λ) = ΠＲ
i = 1 ( wi λ) = ( λ

2 ) Ｒ exp( － λ w 1 )

． ( 19)

但是由于丰度存在非负性约束条件，拉普拉斯

先验中不得不直接对 w 做截断处理; 截断所导致的

问题是观测光谱的似然函数难以保持共轭性; 为了

克服该问题，工程上一般通过两层的贝叶斯模型实

现拉普拉斯分布: 第一层是丰度服从高斯分布并在

此完成非负性的截断，设 γi 为 wi 的由 β 归一化的

方差，则其截断后的分布表示如下:

p( w | γ，β) = N瓗 N+
( w | 0，β －1Λ －1 ) ，( 20)

其中瓗 Ｒ
+ 为瓗 Ｒ 的非负区域，N瓗 Ｒ+

( ． ) 表示截断的高

斯分布; Λ 是对角矩阵，Λ － 1 = diag( γ) ，γ = ( γ1，γ2，

…，γＲ ) ． β 是归一化参数，确保其后验概率的单调

性．
第二层是参数 β 的伽马分布

p( β | k，) = Γ( β | k，) = k

Γ( k)
βkexp( － β)

， ( 21)

其中 β≥0，≥0． 该分布保持了似然函数的共轭性;

提升了表达稀疏特征的能力．
另外，为了进一步准确表达丰度的稀疏特征，定

义反比例的参数矩阵 Q，丰度矩阵服从以 Q 为条件

的拉普拉斯分布; 对丰度 W 做截断处理后，W 和 Q
将服从下列分布［85］;

W | Q ～ ε( W | Q)

Q ～ Gamma( Q | α，β) ． ( 22)

丰度的综述结论如图 17 所示: 四种概率分布各

有优缺点: 均匀分布的优势是计算简单，但是信息表

达不足，比如无法表示稀疏等信息; 高斯分布能够表

达相对比较充足的先验信息，但是需要做预处理，比

如参数化处理或者对光谱图像进行区域分割等预处

理; 狄利克雷分布能够较好地表达 ANC 和 ASC 的

约束条件，但是计算过程较复杂; 拉普拉斯分布不仅

仅能够表达 ANC 和 ASC 的先验信息，还可以较好

地表示稀疏信息; 一般在工程上需要两层贝叶斯来

实现．
4． 3 端元先验分布

本节将介绍端元分布的数学描述方法． 观察

LMM 模型，从矩阵的角度看，观测光谱可被看作端

元谱库的确定的线性组合; 从概率角度看，端元谱可

被视作随机变量． 接下来将从四个方面对端元分布

函数进行归纳．
( 1) 均匀分布

图 17 贝叶斯方法中的丰度概率先验的综述结论
Fig． 17 summary of abundance distribution based on Bayesian

端元可作为非负实数的无信息分布，即被认为

是零和无穷之间的均匀分布［86］:

p( rn ) = lim
n→∞ 1

urn

1( 0 ≤ rn ≤ urn
) ，( 23)

其中 1( ． ) 是示性函数，该函数的含义如下: 1 ( x) =
1，如果 x 是真

0，{ }其他情况下
．

( 2) 高斯分布

用高斯分布为端元建模［90，93］:

r mr，σ
2 ～ N( mr，σ

2I) ， ( 24)

其中 mr 已知． 其方差服从共轭反伽马分布:

σ2 δ ～ Jg( v，δ) ， ( 25)

其中 v，δ 分布是形状参数和尺度参数． 通常 v = 1． δ

服从杰弗里斯先验分布( Jeffreys’s Priori) : f( δ) ∝ 1
δ

1瓗 + ( δ) ．
根据端元谱的值处于( 0，1 ) 区间，截断的高斯

分布被用来为端元谱建模［82，83］．

yn = ∑ Ｒ

r = 1
rnwrn = nwn ， ( 26)

其中 r ～ N( mr，diag( δ2
r ) ) ． 假设其均值和方差服从

截断的高斯分布

mr，～ N ( 0，1) L ( mr
～

，2I)

δ2
r ～ ΠＲ

r = 1
1
δ2rl
1瓗 + ( δ2rl ) . ( 27)

在端元服从高斯分布的前提下，通过最大期望

( Maximum Expectation，EM) 算法［2，98］求解均值和方

差; 也可通过提取端元簇［99］，并对其进行均值和方

差估计以得到高斯分布的参数［94］; 另外，在均匀区

域，像元间光谱变化主要由端元光谱变化引起，端元

谱的方差可通过估计该区域光谱的方差获得［100］．
( 3) 贝塔分布

在手动检查材料反射率值时发现其分布具有偏

移现象［101］，如图 18 所示: 深蓝色是材料反射率的

直方图，粉色曲线是高斯拟合曲线，红色是贝塔分布

( Beta Distribution) 的拟合曲线． 可见高斯分布不能
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表达端元分布中的偏移． 端元的贝塔分布恰恰能够

表达分布的偏斜性和光谱的变异性． 该分布将每个

波段的每个端元视作单变量的贝塔分布:

rn ～ B( . αrn，βrn ) ， ( 28)

其中 rn 表示第 r 个端元第 n 个波段的光谱值． B
( ． ) 是贝塔分布．
B( θ α，β) = Γ( α) Γ( β) Γ( α + β) －1θ －1 ( 1 － θ) β－1

． ( 29)

图 18 贝塔分布和高斯分布［101］

Fig． 18 Beta distribution and Gaussian distribution

图 19 贝叶斯方法中的端元概率先验的综述结论
Fig． 19 summary of endmembers distribution based on
Bayesian

( 4) 混合高斯分布

通常假设每个像元中的端元服从单一的高斯分

布或者贝塔分布，该假设不完全适用于实际光谱图

像． 通过构建端元的混合高斯模型逼近更为复杂的

场景，取 得 了 不 错 的 效 果，但 也 增 加 了 计 算 时

间［102］．
总之，四种先验分布各有优劣势，图 19 对其进

行了总结和比较: 均匀分布的计算简单，但信息不

足; 高斯分布虽然能够表达一定的先验信息，但无法

度量端元谱分布的倾斜特征; 贝塔分布在高斯分布

的基础上可以表达其倾斜特征，计算稍微复杂; 上述

单一分布无法表达复杂场景信息; 混合高斯能够对

复杂场景建模，但计算复杂．
4． 4 空间信息先验分布

在自然界中，大多数地物( 例如水，木材或草)

倾向于以簇或团块的形式存在． 因此，高光谱图像中

的相邻像素很可能具有一些相似的性质，如谱，丰度

向量和标签，在贝叶斯框架下利用这种空间相关性

信息能够提高解混效果［78，82，83，84］． 通常先将图像分

割成若干个小块，为块分配一个标签 z; 其次，通过

马尔科夫随机场( Markov Ｒandom Field，MＲF) 将 z
和其他相似信息纳入解混过程． 例如 P( z) ＞ 0 同时

P( z | z － p ) = P( z | zsp ) ，其中 Sp 是点 p 的领域，z － p 是

去掉点 p 后的标签． 若 z 满足马尔科夫随机场的条

件，依据 Hammersley-Clifford 理论［82］，可以为马尔科

夫随机场和吉布斯分布之间建立等价关系． P( z) ∝
exp( － T － 1 U ( z) ) ，其中 T 为温度，U ( z ) 为能量函

数． 类别标签服从的先验模型一般采用 Potts 模型．
它可以通过全条件分布来定义．

P( z | z －p ) ∝ exp［β∑ p'∈Sp
δ( zp － zp') ］ ． ( 30)

空间信息先验分布的综述结论如图 20 所示: 马

尔科夫随机场的应用引入了局部上下文信息，使得

计算复杂度和解混效果大幅提升，同时，需要对光谱

图像的进行可靠的预处理操作．

图 20 贝叶斯方法中的空间信息先验分布的综述结论
Fig． 20 summary of space information distribution based on
Bayesian

5 稀疏解混

地面的多样性和复杂性增加了端元提取的难

度． 为了避免不准确地端元提取给丰度估计带来不

可靠的 估 计 效 果，随 着 美 国 地 质 调 查 局 ( United
States Geological Survey，USGS) 光谱库［103］ 的出现，

稀疏解混方法越来越受到业界的关注． 其目标是在

已知端元谱库的基础上估计光谱图像中出现的端元

的丰度． 其前提假设是混合像元可以表示为多个纯

端元光谱的线性组合． 一般情况下，已知的端元谱库

含有大量纯端元光谱信息，从中选择若干个端元的

光谱逼近混合像元的光谱，必将导致丰度具有稀疏

性，因此，该方法被称为稀疏解混或丰度估计［42］． 稀

疏解混的基础模型如下［1］
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图 21 稀疏解混的综述脉络图
Fig． 21 contents of sparse unmixing

min
w

1
2 Y － θW 2

F + λ W 1，1

s. t. W≥ 0，1TW = 1 ． ( 31)

称该模型以及求解该模型的方法为变量分离和

增广拉格朗日的稀疏分解算法( Sparse Unmixing via
Variable Splitting and Augmented Lagrangian，SUn-
SAL) ． 针对基础数学模型，本节主要从拟合误差、丰
度先验、空间信息等三个方向进行整理和比较，如图

21 所示．
5． 1 拟合误差

( 1) 当前大多数的拟合误差是通过拟合误差矩

阵的 F 范数进行表示［42，104，105，106，107，108，109，110，111］，如公

式( 31) 所示． 优点是求解方便，计算效率较高． 缺点

是对噪声敏感．
( 2) 2 范数对噪声和异常点比较敏感［112］，则用

2． 1范数代替稀疏解混数学模型中的 2 范数，以减

小解混效果对噪声和异常点的敏感度，其拟合误差

表示如下:

min
w

1
2 Y － θW 2． 1 + λ W 2，1

s. t. W≥ 0 ． ( 32)

( 3) 观测光谱的噪声有两部分: 稀疏噪声和高

斯白噪声． 稀疏噪声一般是影响图像中几个像素的

噪声． 它包括线条，散粒噪声以及脉冲噪声，该模型

如下式所示［113］:

min
w

1
2 Y － θW － S 2

F + λ W 2，1 + γ S 1

s. t. W≥ 0 ， ( 33)

其中 S 意味着稀疏噪声．
( 4) 当前大部分的研究工作采用矩阵的 F 范数

度量拟合误差; F 范数对噪声比较敏感［114，115］，而 IS
散度( Itakura-Saito Divergence，ISD) 具有尺度不变

和对乘性噪声不敏感等优点． 为确保能够较好地表

示两个光谱之间的拟合度，使得重建信号更加鲁棒，

提出用 IS 散 度 度 量 拟 合 的 程 度，并 改 进 了 解 混

效果．

( 5) 在高光谱图像中，不同波段的噪声分布是

不同的，不同波段含有相同噪声的假设会严重影响

解混的结果［116］． 另外，由 2 范数表示的拟合误差

项，对异常点比较敏感，因此，提出用最大相关熵度

量拟合的程度． 该度量具有较强的抗噪能力［117］．

min
w

－∑ L

l = 1
exp( － 1

2δ2 Y l － ( θW) l
2
2 )

s. t. W≥ 0 ． ( 34)

拟合误差的综述结论如图 22 所示: 基于矩阵范

数的似然函数的计算过程简单，但均对噪声敏感; 基

于 IS 散度和最大相关熵度量的似然函数具有较高

的鲁棒性，但计算过程较为复杂．

图 22 稀疏解混中的拟合误差项的综述结论
Fig． 22 summary of fitting error item based on sparse unmixing

5． 2 丰度先验

2． 1． 2 小节阐述了为丰度矩阵施加稀疏先验的

物理含义( 2． 1． 2 节介绍的是 NMF 光谱解混中的丰

度先验，本节介绍的稀疏解混中的丰度先验，其根本

区别在于: 前者中的端元是未知，而后者中的端元是

已知) ． 因此，针对稀疏性先验，本节主要从不带权

重和带权重两个方面进行归纳整理． 该节是对 2． 1．
2 小节的内容的补充． 其综述内容均来自稀疏解混

的相关文献．
( 1) 不带权重信息的稀疏性先验．
通常情况下，稀疏性通过 1 范数进行描述［42］．

用 q ( 0≤q≤1) 范数代替 1 范数表示稀疏性，取得

了较精确的丰度估计结果［104-106，116，118］． 考虑到同质

区域的混合像元的光谱具有很高的相似性，其相应
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的丰度矢量具有很高的相关性． 并认为处于局部邻

域的混合像元一般是由相同的地物构成，该先验可

以通过为丰度矩阵施加 2． 1 范数约束进行表示，该

方法被称为基于受约束的变量分离和增广拉格朗日

稀疏解混( Constrained Sparse Unmixing via Variable
Splitting and Augmented Lagrangian， CLSUn-
SAL) ［107］． 并 通 过 将 2． 1 变 为 2． p 进 一 步 改 进

CLSUnSAL 算法［108］． 又由于 1 － 2 比 1 具有较强的

描述稀疏特征的能力，解混模型被修改为［109］

min
w

1
2 Y － θW 2

F + λ W 1－2

s. t. W≥ 0 ， ( 35)

其中，W 1 － 2
=∑i = 1 ( Wi 1 － Wi 2 ) ．

( 2) 带权重信息的稀疏性先验．
与超完备光谱字典相比，高光谱图像通常包含

更少的端元，可以通过引入一个权重来提高丰度的

列稀疏度［110］，另一个权重用来提高每个端元的丰

度向量的稀疏性［110］．

min
w

1
2 Y － θW 2

F + λ Q1⊙Q2W 1，1

s. t. W≥ 0 ． ( 36)

此外，丰度矩阵的行求和意味着将该像元的端

元谱进行了分类并产生每类的丰度． 并以此改进模

型［119］． 采用 2，1 表示丰度的稀疏特征，并施加权重

以改进 CLSUnSAL 算法，提高了丰度估计精度． 该权

重被视作待优化的参数［120］．

图 23 稀疏解混中的丰度的综述结论
Fig． 23 summary of abundance information based on sparse
unmixing

丰度先验信息的综述结论如图 23 所示: 丰度先

验信息与基于非负矩阵分解的丰度先验信息相似;

从 1范数，0． 5范数，p 范数和混合范数对稀疏特征

的表达能力依顺序愈来愈强; 由于加权的 1 范数引

入了空间邻域信息，其表达的稀疏信息更为准确． 然

而，范数本身作为距离的一种测度，易忽略数据内部

的空间结构，以 1范数为例，度量向量［a，b］和向量

［c，d］的相似度包括: a 与 c 之差，b 与 d 之差． 但难

以准确度量 | a － b |与 | c － d |之间的相似度． a － b 和

c － d 是向量［a，b］和向量［c，d］存在的一种内部结

构． 1 范数无法度量结构之间是否具有相似性． 因

此，如何在范数度量的基础上，加入数据内部的结构

信息是一个值得研究的方向．
5． 3 空间信息

( 1) 局部信息

传统的光谱解混方法仅使用了光谱信息而忽略

了空间上下文信息，例如，两个相邻混合像元极有可

能含有相同比例的某个端元． 含有全变差信息的变

量分离和增广拉格朗日稀疏解混( Sparse Unmixing
via variable Splitting Augmented Lagrangian and Total
Variation，SUnSAL-TV) 将全变差信息( Total Varia-
tion，TV) 作 为 先 验 信 息 改 善 了 逆 问 题 的 潜 在 条

件［121］．

min
w

1
2 Y － θW 2

F + λ W 1，1 + λTVTV( W)

s. t. W≥ 0 ， ( 37)

其中，TV( W) =∑{ i，j}∈ε wi － w j 1，ε 表示水平和垂

直邻域的像元丰度． 该算法通过 TV 约束强化了相

邻像素之间的空间均匀性． 进一步，通过计算邻域点

的空间距离和谱角距离的方法为 TV 信息加入空间

权重 Q［122］． 改善了解混效果． 空间距离越近、谱角距

离越近权重越高，否则权重低．

min
w

1
2 Y － θW 2

F + λ W 1 + λTV Q。TV( W) 1

s. t. W≥ 0 ． ( 38)

参照局部光谱解混方法的思想，同时为丰度矩

阵增加 低 秩 和 稀 疏 性 约 束 能 够 提 升 丰 度 估 计 效

果［111］． 且由于局部丰度具有较高的相关性，采用最

小化局部邻域矩阵的核范数可以为该相关性进行建

模［123］． 考虑到在给定的高光谱数据中，具有相似光

谱的像素应该具有相似的丰度，即两个像素之间的

相似性与其丰度的相似性相一致． 可采用光谱数据

的相似性度量作为权重来引导丰度估计，并取得一

定的效果［124］． 此外，估计的光谱数据的内部结构与

真值光谱数据的内部结构应该一致，可采用梯度对

该先验进行建模［118］． 为了克服图像扫描固有的过

采样效应导致混合像元通常包含邻域像元的光谱特

征，可采用联合局部邻域的光谱解混算法可以提高

光谱解混效果［125］． 为了提高解混抗噪能力，有研究

者利用光谱图像学习到一个字典; 在该字典基础上

对 光 谱 图 像 进 行 稀 疏 重 建 完 成 改 善 了 解 混 效

果［105］． 有专家认为: 实际场景中，SUnSAL 和 SUn-
SAL-TV 无法使用谱库对丰度进行准确地估计，主要

存在两个原因: ( 1) 由于成像条件的差异，真实场景
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和谱库之间存在一定的偏差; ( 2 ) 由于其高度的一

致性，在光谱库中找到真正的端元依然是个难题． 一

般利用光谱库来逼近真实场景中的真实端元［126］．
由此，提出用最少的端元谱库子集逼近真实端元的

方法．
( 2) 非局部信息

SUNSAL-TV 可能导致过度平滑和界限模糊，考

虑到整个丰度图像的非局部空间信息，针对当前像

元存在对应邻域结构的情况，在光谱图像中找到所

有与该邻域结构相似的其他结构，计算所有相似结

构的平均值，用其表示当前像元． 这种方法利用图像

中的冗余和自相似性有效地保留图像特征之间的空

间相关性［127］． 考虑到邻域结构越相似权重越大，否

则权重越小，并将该权重信息纳入光谱解混的数学

模型中，进一步改善了非局部均值法的效果［128］． 在

上述工作的基础上，非局部均值法的正则项参数的

自适应更新算法提高了解混效率［129］． 上述表达空

间关系的方法没有考虑丰度估计误差． 为了解决该

问题，可采用下列方法: 首先通过非局部均值法计算

W
⌒

，然后定义估计数据 W 与 W
⌒

之差为丰度估计误

差，最后将其纳入光谱解混模型． 改进的数学模型如

下［130］:

min
w

1
2 Y － θW 2

F + λ W 2，1 + γ W － W
⌒

1

s. t. W≥ 0 ， ( 39)

其中 W
⌒

是通过非局部均值法计算得到．
空间信息的综述结论如图 24 所示: 局部信息与

非局部信息均利用了空间信息作为先验，更能准确

的估计丰度矩阵; 由于空间信息复杂多变且受到环

境、气候等条件的影响，采用何种方法对其进行鲁棒

性的建模具有一定的难度．

图 24 稀疏解混中的空间信息的综述结论
Fig． 24 summary of space information based on sparse un-
mixing

总之，随着 USGS 等端元光谱库越来越丰富，稀

疏解混的技术越来越受到重视． 由于端元谱库的采

集环境与实际光谱图像的采集环境存在差异，因此，

无论从哪个角度改进稀疏解混模型都面临端元谱库

的迁移性差的问题．

6 结论

对线性光谱混合模型进行了综述，从 NMF、原

型分析、贝叶斯和稀疏解混四个方面阐述了近五年

来线性光谱解混模型的相关内容，如图 25 所示． 基

于 NMF 的解混方法具有较明确的物理意义，较好的

数学操作性，克服了几何方法的缺陷，能够处理高混

合像元的情况，能够为某些特定的谱变异情况建模．
但其存在的问题是目标函数非凸且易产生虚假端

元，谱变异模型泛化能力较弱． 为了克服 NMF 的非

凸问题，近两年出现了采用原型策略的光谱解混算

法，称之为基于原型分析的光谱解混算法． 然而，在

高混合像元存在的场景中，如何调整松弛因子和尺

度参数使得其能够找到需要的端元依然存在难度，

且原型分析方法中没有考虑谱变异情况． 而基于贝

叶斯理论的解混方法能有效地将光谱、端元和丰度

的变异和不确定性融入解混模型［2］，并通过增加合

理先验信息改善解混效果，其代价是需要大量的计

算． 进一步分析，由于地面的复杂性，通过概率分布

对复杂场景下的端元和丰度进行建模亦存在难度．
上述三种方法中容易出现的问题是不可靠的端元提

取大大地降低丰度估计的精度． 为了避免不可靠的

端元提取带来的负面影响，稀疏解混越来越受到业

界的关注． 其存在的问题是所建立的端元谱库的可

迁移性较差，导致采用端元谱库逼近真实光谱图像

时无法避免真实环境的误差影响［11］．

图 25 总结线性光谱解混的四种模型
Fig． 25 comparison of four linear spectral unmixing methods
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综述国内外研究成果、存在的公开问题以及最

新的相关理论，尽管目前线性光谱解混的研究比较

多，但笔者认为有以下几点内容可供参考:

( 1) 基于矩阵分解的光谱解混容易落入局部极

值解，采用增加先验信息的方法是解决上述问题的

途径之一，然而，当增加多个先验信息到线性光谱解

混的数学模型中时，其相应的正则项和正则系数的

数量增加，势必增加人工调参的工作量，创建正则系

数的自 适 应 算 法 是 一 个 非 常 有 实 用 价 值 的 研 究

领域．
( 2) 利用原型分析实现光谱解混是一套崭新的

研究方法，其松弛因子和尺度参数可以避免矩阵分

解中出现虚假端元，如何提高该参数的自适应能力

值得进一步研究．
( 3) 基于贝叶斯方法的光谱解混是以假设其拟

合误差、端元、丰度和其他先验信息服从某种概率分

布，并通过构造最大后验概率实现解混． 梯度依然是

光谱中的重要信息，其局部亦存在梯度的光滑性信

息，如何构造光滑性梯度的先验概率值得探索和

研究．
( 4) 基于稀疏解混的解混算法中的光谱库存在

迁移性差的问题，采用迁移学习相关理论解决该问

题是值得探索的一个研究方向．
( 5) 谱变异情况在实际光谱图像中广泛存在，

且对光谱解混的影响较大． 如何为谱变异进行快速

准确地建模值得探讨．
( 6) 上述四种解混模型中均引入大量的先验信

息，以改进丰度估计的效果． 其度量拟合误差采用的

是估计数据与被估计数据之差的 F 范数，该度量方

法仅仅能够度量数据之间的能量差异，并不能度量

数据内部结构之间的差异，如何构造度量数据内部

结构差异的数学模型亦值得研究和探索．
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