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开放式圆柱光栅周期结构的色散特性分析 

陈蓓冉， 魏彦玉， 宫玉彬，岳玲娜， 王文祥 
(电子科技大学 物理电子学院，大功率微波电真空器件技术重点实验室，四川 成都 610054) 

摘要：研究了一种新的开放式圆柱光栅周期结构，该结构可以作为Smith—Purcell自由电子激光和相对论行波管中的 

慢波结构．采用近似的场论方法，用一系列相连的矩形阶梯来近似代替光栅上任意槽形的槽的连续轮廓，利用各阶 

梯面上导纳的匹配，以及槽与互作用 区的连续和匹配条件，获得 了任意形状槽圆柱光栅周期结构的色散方程，并讨 

论 了系统结构参数变化对系统色散特性的影响．利用软件 MAGIC对结构的色散特性进行了二维模拟，与理论计算 

得到的值符合良好． 

关 键 词：Smith—Purcell自由电子激光；相对论行波管；近似的场论方法；开放式圆柱光栅周期结构 
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STUDY oN oPEN CoLUMN SLoW ．W AVE GRATING 

STRUCTURE’S DISPERSIoN CH[ARACTERISTICS 

CHEN Bei—Ran， WEI Yan—Yu， GONG Yu—Bin， YUE Ling—Na， WANG Wen—Xiang 

(National Key Laboratory of High Power Vacuum Electronics，School of Physical Electronics， 

University of Electronic Science and Technology of China，Chengdu 610054，China) 

Abstract：The open column slow—wave grating structure，which is a novel type slow—wave system for Smith—Purcell FEL and 

relativistic TWT．was presented．The dispersion equation of the structure was derived by means of an approximate field—the— 

ory analysis，in which the continuous profile of the groove Was approximately replaced by a series of rectangular steps，and 

the field continuity at the interface of two neighboring steps and the matching conditions at the interface between the groove 

region and central region were employed．The dispersion characteristics of the fundamental wave were numerically calculat— 

ed and the effects of the geometrical dimensions of the grating on dispersion characteristics of system were also analyzed． 

And the simulation values of the structure，which is performed by using two—dimensional particle·in—cell code MAGIC， 

match the theoretical values very wel1． 

Key words：Smith—Purcell FEL；relativistic]rWT；approximate field—theory analysis；open column slow—wave grating struc— 

tuire 

引言 

开放式圆柱光栅周期结构采用了全金属结构，具 

有热耗散能力强，功率容量大，结构整体性好，加工精 

度极高等特点，它可以用作 Smith—Purcell自由电子激 

光和相对论行波放大器中的慢波结构．以 Smith—Pur— 

cell效应发展起来的可以工作于毫米波及亚毫米波 

波段的 Smith—Purcell器效应件，如：Orotrons⋯、行波 

放大器 』、多波契科夫发生器 等，其电磁慢波结 

构多采用刻有周期槽的平板结构或圆柱光栅周期结 

构．其中圆柱光栅周期结构是近来发展的一种新结 

构，除实验研究 外对其高频特『生的理论研究还比较 

少．基与此，本文首先利用场论方法得到了矩形槽圆 

柱光栅周期结构的色散方程；同时考虑到当光栅截面 

形状或槽的形状发生变化的时候，槽口处的边界条件 

及场的分布情况也会发生变化，而这种变化将会影响 

到器件的工作特性．因此，本文还进一步考虑槽为任 

意形状时对此结构高频特性 的影响．并利用软件 

MAGIC对该结构进行了模拟，理论值与模拟值符合 

良好，验证了理论推导过程的正确有效． 

1 理论分析 
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图 1 矩形光栅纵剖面图 
Fig．1 The longitudinal section of rectangle groove shape of 

open column slow-wave grating structure 

1．1 矩形槽圆柱光栅慢波系统的色散方程 

1．1．1 槽区的场表达式 

在槽区 I内，为了简化分析，近似认为电场只有 

E 分量且沿 向均匀分布，沿角向以 e 变化，则 

可以得到如下的场表达式： 

= EN[J (kr。)YN(kr)一 ( )J (h)] 

1
— 3 -E [JN(k 一 

a) (圳 

= 一 

Zokr 
[ (kra) (h)一 (kra)J (h)] 

E：=E z= =0 

传播常数，k为真空波数，z0为真空波阻抗，Z。= 

。／ 。．KN是第二类变态贝塞尔函数． 

1．1．3 边界匹配条件及色散方程 

(1)在 r= 处，金属面上满足切向电场为零， 

故有 

E (r6)=E H(r6)=0 ， (3) 

(2)在 r= 处，电场的切向分量连续，故有 

(3)在 r= 处，磁场的切向分量连续 

1~
，

T一 儿+孚2 J
儿 一 1出 J rL__~--‘bH；“出 ， (5) 
应用以上的匹配条件i，可以得到场幅值系数之 

(1) 间的关系： 

m̂去 Ym ]K'N(ymrb) 

其中，E 是 I区的幅值系数，k为真空波数，z。为真 

空波阻抗． 和 代表第一类和第二类的贝塞尔 

函数． 

1．1．2 互作用区场分布 

在互作用区 Ⅱ( ≤r)中，为了满足其边界条 

件，必须传播 咂 模和 TM模的混合模式．由于结构 

在 向具有周期性，故每个模式均由无数空问谐波 

构成．同时，考虑到结构的开敞性，可以写出该区的 

场表达式，如下： 

= ∑  ̂(7 r)e邗 

H ： ∑ BmK ．x．-jf1．~．Y2m 

E II {一 M⋯ mr) 

H II： ∑f 7 M)一 ( ) 
m = 一∞ n ’ 

E {̂ mr)一 mr) 

= 
N k (M)

一 B 7 (M) 邗 

(2) 

其中，A 和 B 为幅值系数． 2= 一k >0(慢 

波)， 和 分别代表第 m次谐波的径向和纵向 

所以，色散关系式为： 

二 

(kr。) (kr )一 (kr。)JN(kr ) 

厂．卢 下 

+ 
KN( 'ymrt, 

L 2 J L一百  

(7) 

1．2 任意槽形圆柱光栅慢波系统的色散方程 

任意槽形圆柱光栅的剖面图如图(2)所示 ： 为 

周期， 为槽口宽度， 为内半径，r 为外半径．整个 

结构可以分成两个区域 ：槽区 I区( ≤r≤r6)和互 

作用区Ⅱ区(r̂≤r)． 

在此均假设槽内电场只存在沿 Z向均匀分布的 

E 分量，而对任意边界的 I区来说，无法直接用上 

述形式来描述其中的场．在此我们考虑运用一种近 

似的场论分析，将任意形状槽的光滑边界用一系列 

尽可能逼近的矩形阶梯来代替(如果边界不连续， 

可将分层界面选在突变处)，这样就可写出各个矩 

形区内场的表达式，然后利用各阶梯面上导纳的匹 

配，以及槽与互作用区的连续和匹配条件，获得任意 

形状槽圆柱光栅周期结构的色散方程． 

4  

} +  
化 

＼n ＼n 

＼n ＼n 
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图2 任意形状截面光栅纵剖图 
Fig．2 The longitudinal section of arbitrary groove shape of 

open column slow—wave grating structure 

图3 任意形状槽轮廓的近似表示 
Fig．3 Th e staircase representation of an arbitrary groove 

1．2．1 槽区 I区和互作用区Ⅱ区交界面(r= )处 

的导纳 

为了简化分析，仍然假设各个阶梯内电场仅有 

z向分量且均匀无变化，则第 m个阶梯内的场分量 

为 ： 

E =ENm[J (kr。)YN(kr)一YN(kr。) ( ‘ 。 

j=『 =一 一YN(k ] 

日fm=一 Z
o

kr№[ ( (h)一YN(kra)J ( 咖 

(8) 

E，m=E 1=HLm=0 

其中，E 是 I区的幅值系数，k为真空波数， 为真 

空波阻抗． 

要得到 r= 处(槽口)的导纳以及每个矩形区 

域内场系数，需要连续两个阶梯处导纳之间的关系． 

我们运用文献 [7]中的方法，得出了相邻两个矩形 

阶梯之间的导纳递推公式： 

ym一1 r 一2)：PN(krm_2,kr 一1) 

’[
、

(W m _ ,／

⋯

Wm )

，

Ym(rm _ ,)

，

+QN(kr m

一

_  ,

，

,
kr m

一

_  2

，

)]Ym(r PN(kr kr ，(9) 
＼ m _1⋯ m ， m _1， m—l， m一2， 

’ 

以及初始条件 

~(rM-IYM(rM-l、)： ， 瓦 ’I川J 

其中， 

一 ， 、 
．， ( )y~(Y)一Y ( )J (y) 

， ’ 

． f111 

QN 

由式(9)和式(10)就可以计算出槽区 I区和互作用 

区Ⅱ区交界面(r= )处的导纳 Y。(r )． 

1．2．2 互作用区场分布及边界条件 

由周期结构的 Floquet定理，中心互作用区的场 

表达式如下： 
+ ∞  

E = ∑AflN(T r)e— 

= 咖 ∑BflN(T r)e-~T 

E ll {一 且 r)+ 协 

H ll= 

s

∑
= - o0{ 加)一 觑 ) 撕 

E = { TsK'N( KN( ) 擗 

= {半 )一 ) 呐碑 
其中，A 和 为幅值系数． = 一k >0(慢波)， 

和 分别代表第 s次谐波的径向和纵向传播常 

数，k为真空波数， 为真空波阻抗，Z0=V~．L0／o~0． 
是第二类变态贝塞尔函数． 

在 r= 处，金属面上满足切向电场为零，故有 

E (r6)=E ( )=0 ， (13) 

在 r=rb处，电场的切向分量连续，故有 

f 儿一 ≤ ≤儿+ 

E，_j ，(14) ‘ l
0 + ≤ z≤ + 

在 r： 处，磁场的切向分量连续，故有 ． 

．儿，+ 
Wb 

．儿 ，+．
W b 

J化毒 出 J记毒 出， (15) 
利用各区场的表达式和边界条件 ，消去系数后，得到 

任意形截面圆柱光栅的色散方程： 

r．／帆-'s"o-f 

一  。 ， 

L 2 J 

(16) 

经分析知，当槽 口宽度 ，半径 rd、 和周期 

确定后，槽形状对色散的影响取决于 】，。( )的不 

同．当槽为矩形槽时， 

： 7 

将式(17)代人式(16)所得到的色散方程可退 

维普资讯 http://www.cqvip.com 



5期 陈蓓冉等：开放式圆柱光栅周期结构的色散特性分析 369 

化为矩形槽情况下的色散方程(7)．为了验证以上 

推导的合理性，我们利用了软件 MAGIC对这四种不 

同槽形状的圆柱光栅结构进行二维模拟计算 来 

比较判断．图(7)给出了比较的结果．图中实线对应 

与式(16)的求解结果，而方形空心点代表 MAGIC 

的模拟值．MAGIC程序是一套全电磁粒子模拟的软 

件包．它采用有限差分的方法来模拟空间电荷和电 

磁场之间的互作用．这种数值求解方法有异于文中 

所采用解析推导方法．从图中可以看出，色散方程与 

模拟结果相比，差别不大，可以认为吻合良好，从而 

证明之前对色散的推导过程是正确有效的． 

1．2．3 耦合阻抗 

耦合阻抗是一个重要工作参数，它表征了电磁 

波与电子注之间的耦合状况．根据 Pierce定义，第 

次空间谐波的耦合阻抗为 

， (18) 

其中， 是第 rt次空间谐波在电子注所在位置 

处的纵向电场分量幅值， 是其共轭分量，P是系 

统总的功率流． 
II II 

= (A s ( ) ) ， (19) 

P=∑P ， (20) 

上式中， 是电子注的半径．P 代表互作用区中第 

次空间谐波的功率流，由玻印廷矢量计算得到．注 

意到，在 I区中，纵向功率流为零．Ⅱ区中的功率流 

P 可表示为： 

P =÷ J：2 [E I1}一 II ，II ]rdr螂．(21) 
将式(12)代人式(20)得到总功率流的表达式： 

P ⋯  
=  -

．

~

f
k

笠
Z0+Z0·B 

·

(y2 f r+／＼『2 dr)圳 

· ( +k )·IKN(％r)·K'N( r)dr． (22) 

当考虑基模的情况(N=0)时，有 

P = 
=  -

．

~

f
k

笠
Z0+ )· 2·仃· 2[ ( ) 

· ( r6)一砰( )] ． (23) 

2 数值模拟及分析 

我们利用 Matlab对色散方程(16)和耦合阻抗 

k 

(a) (b) (c) (d) 

图4 四种特殊形状的槽(a)三角形槽 (b)梯形槽 (c)矩形 

槽 (d)燕尾形槽 

Fig．4 Four special shape of groove(a)triangle profile(b) 

rectangular profile(C)trapezoid profile(d)swallow·tailed pro· 
file 

(18)进行了数值计算 ，其中系统的几何尺寸均采用 

归一化尺寸．这两个式子都是包含无穷项级数求和 

式的复杂超越方程，只有通过数值计算获得其近似 

解，具体数值计算中取 =±3，考虑了7个空间谐 

波，其它谐波的影响很小．在这里我们主要研究了几 

种特殊形状的槽：三角形槽 ( ／ =0)、梯形槽 

( ／ =0．15)、矩形槽( ／ =1)、燕尾形槽 

( ／ =1．67)(如图4)．其中，r口为内半径， 为 

外半径， 为槽口的宽度， 为槽底的宽度． 

在这里 ，我们考虑的这几种槽形状，其槽底宽度 

依次从零变化到最大；一般而言，在实际应用中常采 

用的是矩形槽，也有三角形槽，而由于矩形槽加工不 

准确的时候，也会出现梯形槽，燕尾形槽是为了与梯 

形槽对比而提出来的．如果通过我们的研究发现某 

种槽具有更好的特性，也将有可能应用到实际中去． 

因此，从理论上和实际应用上需要来考虑考察槽形 

状的影响． 

2．1 槽形状对功率流的影响 

利用色散关系，按照式(20)，计算圆柱光栅结 

图5 功率流随槽形状的变化关系(a三角形槽 b梯形槽 C 

矩形槽 d燕尾形槽)计算参数：L／r 0．37，ra／r =0．75， 

6
／r6=0．3 

Fig．5 The power flows in regionsⅡ for various groove shape 

(a：triangle profile；b：rectangular profile；C：trapezoid profile； 

d：swallow—tailed profile)calculating parameter：L／r6=0．37， 

r
。
／r6=0．75， 6／r6=0．3 

盘 
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图6 群速随频率的变化曲线 (a：三角形槽 b：梯形槽 C：矩 

形槽 d：燕尾形槽) 

Fig．6 Group velocity VS frequency(a：Triangle profile；b： 
Rectangular profile；C：Trapezoid profile；d： Swallow—tailed 

profile) 

图7 不同槽形 圆柱光栅的色散曲线的 MAGIC模拟结果 

(a：三角形槽 b：梯形槽 C：矩形槽 d：燕尾形槽) 
Fig．7 The simulation result by using two—dimensional MAGIC 

(a：triangle profile b：rectangular profile C：trapezoid profile d： 

swallow—tailed profile) 

构中传输的功率流，图(5)中给出了功率流与频率 

的关系曲线．从图中可以清楚的看出，在同样的频率 

下，随着槽形状从 a：三角形变化到 b：梯形槽 、c：矩 

形槽、d：燕尾形槽，功率流依次降低． 

2。2不同槽形和几何参数对高频系统的色散特性和 

耦合 阻抗的影响 

在开放式圆柱光栅周期结构中，归一化的波相 

速可表示为 ／c=(L／r )·(kr 。L)，群速则为 

／c= (kr 。L)／0(Fb／L)．这里研究了不同槽形状 

的圆柱光栅上波的相速和群速随频率的变化关系． 

图(6)和图(9)中分别画出了群速和相速随频 

率的变化趋势．当槽的形状从三角形变化到梯形、矩 

形一直到燕尾形，电磁波的传播受槽的限制不断的 

加强，相速和群速都逐渐降低． 

图(8)和图(9)分别给出了 4种特殊槽形情况 

下的耦合阻抗曲线和色散曲线．可以看到，4种特殊 

图 8 不同槽形圆柱光栅的耦合阻抗 (a：三角形槽 b：梯形 

槽 C：矩形槽 d：燕尾形槽) 

Fig．8 Impedance for various groove shape(a：triangle profile 

b：rectangu lar profile C：trapezoid profile d：swallow—tailed 

profile) 

图9 不同槽形圆柱光栅的色散曲线(a：三角形槽 b：梯形 

槽 C：矩形槽 d：燕尾形槽) 

Fig．9 Dispersion curves for various groove shape(a：triangle 

profile b：rectangular profile C：trapezoid profile d：swallow— 

tailed profile) 

槽形的圆柱光栅周期结构在相同槽口宽度和槽深的 

情况下，燕尾形结构具有最强的色散，矩形、梯形、色 

散依次减弱，三角形结构的色散最弱． 

图 10 耦合阻抗随三角形槽口宽度的变化 
Fig．10 The interaction impedance curves for several values of 

the gap width 

加 H m 8 6 4 2 O 

∞gq0＼ 

O  O  O  O  O  O  O  O  O  O  O  

u 
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图 11 相速随三角形槽 口宽度的变化 
Fig．1 1 The dispersion curves for several values of the gap width 

图(10)和图(11)分别给出了三角形槽圆柱周 

期结构的耦合阻抗曲线和色散曲线，可以看到，固定 

周期长度和槽深，当槽 口宽度增加时，耦合阻抗增 

大，相速降低，而带宽的变化并不明显． 

图(12)和图(13)分别给出了三角形槽圆柱 

周期结构的耦合阻抗 曲线和色散曲线，固定周期 

长度和槽 口宽度，当槽深增加时，耦合阻抗明显增 

加 ，相速迅速降低，色散增强，且互作用带宽也减 

小较快． 

3 小结 

我们通过近似场匹配的方法获得了任意槽形 

开放式圆柱周期结构的色散方程和耦合阻抗 ，利 

用模拟软件对色散方程的正确性进行了验证．并 

利用数值计算对系统的色散特性和耦合阻抗与槽 

的形状和几何尺寸之间的关系进行了研究．发现 

槽结构的形状和几何尺寸都会对系统的高频特性 

有较大的影响．本文的工作为进一步研究采用开 

放式圆柱周期结构的自由电子激光和相对论行波 

管奠定了理论基础． 
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