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一 种改进型各向异性扩散滤波器 
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摘要：通过分析Perona和 Malik(PM)扩散滤波器扩散率函数的统计学意义，提出一种关于扩散率函数的统计学解 

释模型，即扩散率函数定义了一个以边界估计算子为随机变量的概率密度函数，解决了扩散率函数设计和选择没 

有统一理论的问题．依据这一解释模型，设计出一种改进型的各向异性扩散滤波器．实验结果显示，改进型扩散滤 

波器只需要相对于 PM方法较少的迭代次数，就能得到预期的图像去噪效果，证明统计学解释模型为各 向异性扩散 

滤波器提供了一种有效的设计方法． 
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NoVEL ANISoTRoPIC DIFFUSIoN FILTER 
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(1．Shanghai Institute of Technical Physics，Chinese Academy of Sciences，Shanghai 200083，China； 

2．Shanghai Second Polytechnic University。School of Electronics&Electrical Engineering，Shanghai 201209，China) 

Abstract：rI1le statistic meaning of tIle diffusivity function of Perona．Malik diffusion filter was analyzed．A statistic interpre- 

tation model was proposed that the diffusivity function defines a probability density function(PDF)for the edge estimator as 

a ran dom variable．This model overcomes the difficulty of no unified theory of designing and selecting the diffusivity func- 

tions．A novel anisotropic diffusion filter based on this model Was designed．Experiments demonstrate that the novel filter 

promises the same efficiency in images denoising as PM method．and witIl less recursion times．So our interpretation model 

of tIle diffusivity function provides an effectively method to custom an isotropic diffusion filter for special application． 

Key words：ima ges denoising；anisotropic diffusion；statistic interpretation model 

引言 

由Perona和 Malik于 1990年提出的经典的各 

向异性扩散滤波器在图像去噪与增强领域有非常重 

要的应用 ’̈ ，是偏微分方程图像处理方法研究的 

一 个重要内容，也是一个基本的研究对象．在 Perona 

和 Malik的框架下，许多研究者都提出了不同的改 

进或变形 J，我们把它们统称为 PM扩散滤波器． 

按扩散率或对比度 函数的不同定义，PM扩散滤 

波器可以分为两类：一是基于图像局部梯度的方 

法 ，̈ 51 ；二是基于图像局部几何特性如曲率等的 

方法 ． 

扩散方程中的扩散率函数的设计和选择对具体 

实现的效果有重要的影响 ．然而 Perona和 Malik 

并没有就如何设计和选择扩散率函数提供统一的理 

论基 础，目前 的方法 一 般 是根据 经 验 直接 选 

择[1· ． · ，或通过将扩散方程与其他理论模型相结 

合来获得 · · ．通过本文的分析，我们可以看到， 

这些方法一方面限制于不多的选择范围而并不能达 

到最优的处理效果；另一方面难于进行统一的分析 

和比较． 

为解决这些问题，我们从研究扩散率函数 自变 

量在图像处理过程中的统计学意义出发，提出了一 

种新的解释模型．这种模型为扩散率函数的设计和 

选择提供了合适的理论基础，为设计全新的扩散率 

函数提供了一种方法，使得我们可以依照具体应用 

进行设计而不是选择最优的 PM扩散滤波器．在此 

框架下，我们对各种改进型的 PM扩散滤波器做出 

了统一的分析，并设计出一种改进的基于方向导数 

统计量的PM扩散滤波器，这种扩散滤波器计算简 
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单，容易实现，图像处理的效果令人满意． 

1 PM 扩散滤波器 

令图像定义在开的方形区域 Q，厂：：Oft是它 

的边界，原始图像厂( ，Y)是一有界函数厂：Q一 ．按 

照图像的多尺度理论，滤波后的图像 M( ，Y，t)是原 

始图像厂( ，Y)在尺度t≥0上的表示．PM扩散滤波 

器定义为： 

u=div(D(Vu)Vu)on n×(0，∞) ， (1) 

M( ，Y，0)= ，Y) On Q ， (2) 

(D(Vu)Vtt,II)=0 on F×(0，∞) ， (3) 

其中131表示外法方向，(⋯ )为向量内积，对称正定 

矩阵 D∈ 就是扩散率函数张量．在 Perona和 

Malik首先提出的扩散滤波器中扩散张量为 

D(V M)=g(I V M I)I ． (4) 

尽管这种滤波器存在病态 8 以及对边界上的 

噪声无法有效抑制 等缺点，但是由于其原理简 

单，易于实现，对工程上的应用能满足基本要求，因 

此以下我们仍然以g(s)I结构的扩散张量为研究对 

象． 

2 扩散率函数的统计学解释 

Perona和 Malik认为函数 g(s)的自变量应该是 

对图像边界强度的最佳估计 E( ，Y，f) 1 3，它是一个 

定义在图像上的矢量函数，理想情况下满足属性： 

1)在每个光滑区域内部E( ，Y， )=0； 

2)在每个边界点上 E(戈，Y，t)= (戈，Y，t)，这 

里 e表示边界点上的单位法矢， 表示局部对比度 

(图像边界两边像素灰度对比)． 

显然这样的估计函数在具有边缘检测的作用同 

时还具有统计学上的意义．我们对其进行如下的归 
一

化处理 

1 

·+( ) (5) 

上式表示估计值的幅值越小 ，像素就越可能是边界 

点．这是一个单边 Cauchy分布的概率密度函数(相 

差一个常数)，相应的随机变量是边界估计 E的模； 

式(5)也可 以认为是归一化的随机变量 1／(1+ 

(『I E『I ) )在[0，1]上的 Beta分布(相差一个常数 

倍数)的概率密度函数．再考虑扩散率函数的图像 

处理过程中的作用，它应该是一个随 自变量(即边 

界估计)非负单调递减的函数，且g(0)=1 ．归一 

化处理的结果(5)满足这些要求，可以作为滤波器 

的扩散率函数．于是，我们有结论：扩散率函数在滤 

波处理中的在统计学上的意义是定义在图像上的某 
一 统计量的概率密度函数，这一类概率密度函数满 

足非负单调递减以及g(0)=1的特性，它反映了像 

素点不是边界点的可能性，概率越大扩散越强，概率 

越小扩散越弱．Perona和 Malik使用的另外一个扩 

散率函数 

g(1l E lI)=e～II EII／K)2 ， (6) 

也属于这一类概率密度函数(它是一个正态分布的 

概率密度函数)． 。 

我们比较不同的PM扩散滤波器的统计学解释 

模型 
· Catt6 et a1．滤波器 

i
ou

= div(g(J V J )7 ) ． (7) 

Catt6 et a1．滤波器以高斯光滑后图像的梯度模 

平方 I V M I 为边界估计函数，并以此为随机变量， 

Catt6 et a1．滤波器取(5)作为概率密度函数． 
· E1一Fallah和 Ford滤波器 

au  di
v( 7丧 V )‘ (8) 

这个方程的右边为平均曲率的2倍．在统计学 

解释模型下，E1一Fallah和Ford滤波器的扩散率函数 

是[0，1]上 Beta分布的概率密度函数，并将边界估 

计I V M I以下式归一化后作为随机变量． 

——=二==

Jt

==二=  ． (9) 
√1+M：+M； 
· 鲁棒滤波器 ] 

i
Ou

= div(g(I V M I ， )V ) ， (10) 

其中 

：  

)2]2 
， (11) 

【0 Dthenvise 

称为Tukey双权函数．它对应的是在[一 ， ]上以 

Tukey双权函数为 PDF的分布；或若将 Tukey双权 

函数作为对随机变量 的归一化，则是[0，1]上Beta 

分布的概率密度函数． 

通过以上分析我们提出：对作为边界估计而适 

当选取的随机变量，当它满足 Perona和 Malik提出 

的边界估计函数的性质时 

1)可以对该随机变量进行归一化，归一化后的 

随机变量可以直接作为 PM扩散滤波器的扩散率函 

数，即在此归一化的随机变量意义下，以[0，1]区间 
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上的Beta分布概率密度函数作为扩散率函数； 

2)或直接使用某一满足边界估计函数性质的 

概率密度函数作为扩散率函数． 

统计学解释模型也可以用来对对扩散滤波在图 

像处理过程中的行为 做进一步的研究． 

3 基于梯度统计量的PM 扩散滤波器 

上面我们已经看到了各种不同的随机变量定 

义，产生出不同的图像处理效果和不同的数字实现 

性能及适定性．由此，根据统计学解释模型我们设计 

出一种新的改进的 PM扩散滤波器．通常的边缘检 

测算子如 Robe,s算子、Sobel算子、LoG算子等都是 
一 种估计函数，它们都具有类似的统计意义，受 Per- 

ona和 Malik直接使用图像的局部梯度模值作为边 

缘估计函数启发，我们考虑两个最简单的水平和垂 

直边缘检测一阶微分算子 0u／0x和 ／ ，它们是图 

像在 和 Y方向的方向导数．这些边缘检测算子的 

模值具有与局部梯度模值一样的统计特性：局部边 

界上的模值较大．于是 ，构造如下的估计函数： 

ll E(x，Y，t)ll=I Ou／Ox I+I Ou／Oy I ，(12) 

及扩散率函数 

g(0 E 0)=1+C0S(订×ll E 0／(n+0 E l1)) ， (13) 

其中量Q为扩散率变化的阈值，当边界估计值小于 

Q时扩散率较大且变化快，当边界估计值大于Q时 

扩散率很小，逐渐趋向于零．改进的 PM扩散滤波器 

为 

-div(( ⋯s ) )，( ) 
式中常数 Q的作用与式(5)或式(6)中的量 K的作 

用类似．Q的取值与图像的噪声强度有关，可以采 

用与 Perona和 Malik同样的方法，即以 Canny提出 

的“噪声估计子”来计算 Q的值⋯．另外，在局部对 

比度较强的区域可以选择大 Q值，在局部对比度较 

弱的区域可以选择小 Q值，为简化计算，图像的局 

部对比度变化不大的图像一般置 Q为常数． 

4 数值实现与实验结果 

计算式(14)的显式迭代式为 

“ “ ：“ +At(div(g(1l El1)V“)) ， (15) 

其中△￡为时间步长．可以通过组合使用前向和后向 

差分机制的方法获得离散化方程⋯． 

为评价算法在处理有噪图像时保边去噪的效果 

和性能，我们选择了两幅不同的测试图像：第一幅图 

像是一幅合成图像，如图1；第二幅图像为 Camera- 

图1 (a)原始合成图像．(b)JJnA方差为原图像最高幅值 

的40％ 的高斯白噪声后 

Fig．1 (a)O,4sin~synthesized image．(b)The corrupted im- 
age tII additive Gaussian noise of the variance being 40％ 

maximum intensity of original image 

图2 100次迭代的MSE变化曲线，其中Perona和Malik方 
法中常数K=20，在我们的方法中常数 Q=15 
Fig．2 The MSEs in 100 recursions of different diffusion filters， 

with the constan t K=20 in the Perona．Malik fiher an d Q =15 in 

OUX proposed fiher 

man，如图3，以去噪后图像与原始图像的平均平方 

误差(MSE)为评价准则． 
1 

M 

=  ∑∑( ( )一ud(i,j)) ． (17) 
⋯  I 1 J。1 

需要说明的是，不同算法的实际效果与具体的迭代 

次数有关系，直接使用以上的 MSE评价准则存在一 

定的困难，因此，我们通过对不同的算法在经过 100 

次迭代计算以后得到的结果图像作比较，来达到分 

析不同算法之间差异的目的． 

我们比较了 3种扩散滤波器的结果，分别是： 

Perona和 Malik滤波器、E1．Fallah和 Ford滤波器以 

及本文提出的滤波器，其中 Perona和 Malik方法使 

用式(5)作为扩散率函数式．图2的MSE变化曲线 

表明，在 MSE小于6000的范围内，我们提出的方法 

收敛速度较快．因此，对于一般的应用要求达到的图 

像恢复质量而言，我们的方法需要较少的迭代次数 

及计算量．同时，需要指出的是，当迭代次数大于 

100时，3种扩散滤波器的 MSE值由于图像光滑的 
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作用会逐渐上升，它们的最小值都大于5000，因此 

再多的迭代次数已失去实用意义．对于 Cameraman 

图像我们试验了取相同边界估计(12)时，各滤波算 

法所能达到的最小 MSE值．可以得出，在 MSE意义 

下，我们提出的方法能够获得介于Perona和 Malik 

方法与 E1一Fallah和 F0 方法之间的滤波效果，证明 

了此方法在实际应用时是正确有效的． 

表 l Cameraman图像在不同类型和强度噪声下滤波后的 
M SE 

TabIe 1 M SE of the filtered Cameraman image corrupted 

by different type and intensity noises 

图3 (a)左上：Cameraman噪声图像，加入方差为原图像最 

高幅值的2％的高斯自噪声．(b)右上：Perona和 Malik滤波 
的结果最小 MSE为320．0751．(e)左下 ：E1-Fallah和 F0rd滤 

波的结果 ，最小 MSE为 303．8260．(d)右下：我们方法滤波 

的结果，最小 MsE为 318．6025 

Fj 3 (a)T0P LEFr：Cam eraman image corrupted by addi- 

tive Gaussian noise of the variance being 2％ maximum intensity 

of original image．(b) r0P RIGHT：The minimum MSE of Per- 

ona．Malik filter is 320．0751．(C)BO 兀10M LEFT：The mini- 

mum MSE of E1．附 lah and Ford filter is 303．8260．(d)B r- 

rOM RIGHT：Th e minimum MSE of our proposed filter is 318． 

6025 

5 结论 

本文给出的统计解释模型解决了设计 PM扩散 

滤波器过程中，扩散率函数的设计和选择没有统一 

理论基础的问题．从实验结果来看，在统计解释模型 

的框架下可以根据应用设计出合适有效的PM扩散 

滤波器．因此统计解释模型对于扩展 PM扩散滤波 

器的应用起到了积极的作用．需要指出的是，PM扩 

散滤波器设计的关键是边界估计算子即随机变量的 

选择以及扩散率函数的设计．边界估计算子需要满 

足Perona和Malik最佳估计的条件，经典的线性边 

缘检测算子以及基于图像局部几何特征的边缘检测 

算子都是合适的．扩散率函数的设计可以应用拟合 

统计分布的技术实现． 

REFERENCES 

[1]Perona P，Malik J．Scale space and edge detection using 

anisotropic diffusion[J]．IEEE Trans．On Pattern Analysis 

and Machine Intelligence，1990，12(7)：629—639． 

[2]XIE Mei-Hua，WANG Zheng—Ming．SAR Image enhance- 

ment based on regularization variation model[J]． lnfra． 

redMillim．Waves(谢美华，王正明．基于正则化变分模 

型的 SAR图像增强方法．红外与毫米波学报)，2005，24 

(6)：467---471． 

[3]Black M，Sapiro G，Marimont D，et a1．Robust anisotropic 

diflusion．IEEE Trans．Image Proc．，1998，7(3)：421— 
432． 

[4]You Y L，Xu W，Tannenbaum A，et a1．Behavioral analysis 
of anisotropic diffusion in image processing．IEEE Trans． 

Image Process．，1996，5(11)：1539～1553． 

『5]Alvarez L，Lions P L，Morel J M．Image selective smoot- 

hing and edge detection by nonlinear diffusion．II[J]． 

肘 Numer．Ana1．，1992，29(3)：845—866． 

f 6]Weickert J．Multiseale texture enhancement[C]．Proc 6th 

lnt Conf on Computer Analysis of Ima ges and Patterns 

(Prague Czech)，Lecture Notes in Computer Sc／ence．Ber- 
lin：Springer Verlag，1995，970：230～237． 

f 7]Weicke~J．Theoretical~undations of anisotropic diflusion 

in image processing[C]．Theoreticalfoundations ofcomput- 

er vision，Computing Supp1． 耽 n：印r ，1996，11： 
221—_236． 

[8]Catt6 F，Lions P L，Morel J M，et a1．Image selective 

smoothing and edge detection by nonlinear diffusion[J]． 

A Journal on Numerical Analysis，1992，29(1)：l82一 
l93． 

f 9]E1．Fallah A I，F0rd G E．Mcan curvature evolution and 8ur— 

face area scaling in image filtering[J]．1EEE Tram．Image 

Proc，1997，6(5)：750_753． 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com

