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摘要：提出了一种平稳多小波变换方法，该方法结合多小波和平稳小波变换在信号去噪方面的优点．给出了二维图 

像平稳多小波变换的mallat分解重构算法，并对红外图像的平稳多小波变换系数进行阚值处理实现图像去噪，仿 

真结果表明，相对于平稳标量小波变换和多小波的噪声抑制方法，此方法对噪声有更好的抑制作用，并尽可能多的 

保持目标的特征和细节． 
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Abstract：A novel stationary multiwavelet transform (SMWT)method WR3 proposed．rI1Ile method possesses the good quality 

of botII muhiwavelet transform and stationary scalar wavelet on signal denoising．The mallat decompositing an d reconstruc— 

ting of 2D image based on SMWT was inferred．By thresholding the SMWT coefficients of noisy infrared image．the original 

image Can be reconstructed ．The simulation results show that山e image denoising effect of山is me山ed has obvious superior- 

ity compared with scalar wavelet and general muhiwavelet transform  method．At the Sfll'ne time，the reconstructing image 

Can preserve tIIe characterisics of original image as many as possible． 

Key words：stationar muhiwavelet transform (SMWT)；threshold processing；infrared image denoising 

引言 

由于小波变换具有时频局部化特性和多分辨率 

分析特性，可以对图像不同层次上的小波变换系统 

进行阈值化处理，因而许多学者研究了小波去噪问 

题，这些方法大都采用的是标量小波变换的方法，根 

据著名的海森堡时频测不准原理(At·△ C，At为 

时间分辨率、△ 为频率分辨率、C为常数)，标量小 

波变换的时频分辨率具有制约关系，即标量小波不 

哥能同时具有高的时频分辨率．已经证明，标量小波 

变换不可能同时满足对称性、正交性、高阶消失矩和 

有限支撑等特性 J，而这些特性都是对图像进行去 

噪的重要性质．对于多小波由于具有多个尺度函数， 

借助多尺度函数的互补性，使得多小波在构造时有 

了更多的自由度，即构造出同时满足上述性质并具 

有更高阶消失矩的小波函数成为了可能．Gibert 

Strang和 V．Strela在文献[1]发现多小波可同时具 

有上述性质，并且在文献[2]中通过仿真证明多小 

波软阈值去噪比标量小波软阈值去噪有更好的效 

果．然而，标量小波变换的一个主要缺点是其对信号 

平移具有敏感性，即标量小波基是由基本小波函数 

经伸缩与平移得到的函数集，平移是非均匀取样，随 

着尺度增大，平移取样间隔以2的指数倍变大，而标 

量小波函数集不能从多尺度角度很好地匹配信号的 

局部结构特征，使得在去噪过程中，对信号偶位置和 

奇位置的下抽取进行阈值处理后其重构结果是不一 
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摘要:提出了一种平稳多小波变换方法，该方法结合多小波和平稳小波变换在信号去噪方面的优点.给出了二维图

像平稳多小波变换的 mallat 分解重构算法，并对红外图像的平稳多小波变换系数进行闽值处理实现图像去噪，仿

真结果表明，相对于平稳标量小波变换和多小波的噪声抑制方法，此方法对噪声有更好的抑制作用，并尽可能多的
保持目标的特征和细节.
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Abstract : A novel statìonary multiwavelet trar四fonn (SMWT) methoo w出 proposed. The methoo pos回S回5 the good 甲Jality

of bo出 multiwavelet transfonn and stationary scalar wavelet on signal denoising. 咀le mallat decompositing and reconstruc

ting of 2D image based on SMWT w植 inferred. By thresholding the SMWT coefficients of noisy infrared image , the original 

image can be reconstructed. 咀le sìmulation results show that the image denoising effect of this methoo has obvious superior

ity compared wì由 scalar wavelet and genecal multiwavelet tr田四fonn me曲00. At the same time , the reconstructing image 

can pre回凹e the characterisics of original image 阻 many 幽 possible.
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引言

由于小波变换具有时频局部化特性和多分辨率

分析特性，可以对图像不同层次上的小波变换系统

进行阔值化处理，因而许多学者研究了小波去噪问

题，这些方法大都采用的是标量小波变换的方法，根

据著名的海森堡时频测不准原理(~t • ~ω~C ， ~t 为

时间分辨率Aω 为频率分辨率、C 为常数) ，标量小

波变换的时频分辨率具有制约关系，即标量小波不

哥能同时具有高的时频分辨率.已经证明，标量小波

变换不可能同时满足对称性、正交性、高阶消失矩和

有限支撑等特性[6] 而这些特性都是对图像进行去

噪的重要性质.对于多小波由于具有多个尺度函数，

借助多尺度函数的互补性，使得多小破在构造时有

了更多的自由度，即构造出同时满足上述性质并具

有更高阶消失矩的小波函数成为了可能. Gibert 

Strang 和 v. Strela 在文献[ 1 ]发现多小波可同时具

有上述性质，并且在文献[2] 中通过仿真证明多小

波软阑值去噪比标量小波软阔值去噪有更好的效

果.然而，标量小波变换的一个主要缺点是其对信号

平移具有敏感性，即标量小波基是由基本小波函数

经伸缩与平移得到的函数集，平移是非均匀取样，随

着尺度增大，平移取样间隔以 2 的指数倍变大，而标

量小波函数集不能从多尺度角度很好地匹配信号的

局部结构特征，使得在去噪过程中，对信号偶位置和

奇位置的下抽取进行阑值处理后其重构结果是不一
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样的 ]，因此，重构的去噪信号在信号的奇异点(如 

图像的边缘等处)附近容易出现伪 Gibbs振荡现象 

从而影响信号的分辨率。Nason在文献[4]采用了 

此方法应用于图像去噪，取得了优于普通标量小波 

变换的去噪效果．在上述研究基础上，结合多小波变 

换和平稳小波变换两者的优点，本文提出一种平稳 

多小波变换方法，并对应用于红外图像的去噪问题． 

1 多小波变换理论 

多小波变换理论是标量小波变换的多维推广， 

多小波基是由多个小波母函数经过伸缩平移生成， 

相应的有多个尺度函数．令 ．1'(t)=[ 。(t)，咖 (t)， 

⋯

，咖，(t) ，咖，∈L (R)，r∈N，是多分辨分析空间 

(MRA)的多尺度函数．与其相对应的多小波函数用 

(t)=[ 。(t)，⋯ ，(t)r表示，．1'(t)经过伸缩和 

平移可张成子空间Vf，J∈Z，Vf满足 Vf=L (R) 

nVj={0}，同时满足⋯]V一1 3V0]V1 3⋯， (t) 

经过伸缩和平移张成的子空间 w ，w 是V 的正交 

补空间，满足 V =V w，，V w =(0)和0w， 
。  。  。  。  

JE Z 

= L (R)，．1'(￡)、’Ir(￡)满足如下两尺度方程 

一  

∑ZĤ ‘2‘一 (1) 
’Ir(￡)=2 Y．G (2t一 )· 

其中，H 、G 是 r×r矩阵，H( )=∑H e一 、G 
E Z 

(tO)=∑G e～ 是与多尺度函数和多小波函数对 

应的低通和高通矩阵滤波器． 

将标量小波变换中进行信号分解与重构的mal— 

lat算法推广至多小波变换，可以得到离散多小波分 

解与重构算法，见图 l(a)和图 l(b)． 

w(tO)是预滤波器，P( )是后滤波器，满足 PQ 

d 

图1 (a)多小波信号分解结构框图 (b)多小波信号重 

构结构框图 

Fig．1 (a)The diagram of multiwavelet decomposition(b) 
the diagram of multiwavelet reconstruction 

=I⋯ ，H( )、G( )分别是 H( )和G( )对偶滤 

波器，对于 正交多小波变换器则为 H( )和 G( ) 

共轭转置， =[ ⋯， ． ]、 =[ 

⋯

， ， ]、 ，．，∈Z，r∈fv． ． =Ix(t)2一 i(2 t— 

k)dt． ， =J (t)2 (2-it—k)dt)，I≤i s r,j，k 
J 

∈ Z． 

由此可得，分解过程表达式为 

C， =∑H c，n =∑G： ， (2) 

重构过程表达式为 

= ∑H “+EG ， (3) 

2 二维图像平稳多小波变换 

平稳小波变换是一种冗余的小波变换，Nason 

和 Silverman于 1995年提出了平稳标量小波变换的 

概念，并在文献[4]给出了其分解和重构算法，即对 

低通滤波器和高通滤波器进行插值补零，同时对滤 

波器输出的系数不再进行二次抽取即可得到平稳小 

波的分解．同时指出平稳小波变换包含选择不同 

的所有 一抽取离散小波变换( —decimated DWT)系 

数，其重构相当于所有 8一抽取离散小波变换重构结 

果的平均，因此可以很好的抑制信号的突变处存在 

的伪 Gibbs振荡现象，具有平移不变性． 一抽取离散 

小波变换算法详细介绍见文献[4，II]，下面给出二 

维图像平稳多小波变换的具体形式． 

图2给出了二维图像平稳多小波变换的分解结 

构框图，与图 1(a)普通多小波分解结构图相比较可 

以看出，前者每一分解级经过低通和高通滤之后没 

有 2次抽取过程，因此经过分解后的第一级逼近和 

细节系数矩阵与经过预处理后的输入图像数据矩阵 

CJ 

D：̈ 

D 

D +1 

(a) 

矩阵插值补零 矩阵插值补零 

H —  · — ◆口 
(b) 

图2 平稳多小波变换的分解结构框图 

Fig．2 The diagram of stationary mutiwavelet transformation 

decomposition 
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样的[坷，因此，重构的去噪信号在信号的奇异点(如

图像的边缘等处)附近容易出现伪 Gibbs 振荡现象

从而影响信号的分辨率。 Nason 在文献 [4] 采用了

此方法应用于图像去噪，取得了优于普通标量小波

变换的去噪效果.在上述研究基础上，结合多小波变

换和平稳小波变换两者的优点，本文提出一种平稳

多小波变换方法，并对应用于红外图像的去噪问题.

1 多小波变换理论[8 ，9]

多小波变换理论是标量小波变换的多维推广，

多小波基是由多个小波母函数经过伸缩平移生成，

相应的有多个尺度函数.令 φ(t) = [φ ， (t) ， φ2 (t) , 

…，φ，( t) ] \φrεL2 (R) ， rEN，是多分辨分析空间

(MRA) 的多尺度函数.与其相对应的多小波函数用

审(t) = [ψ ， (t )， …ψ， (t)]T 表示，φ (t) 经过伸缩和

平移可张成子空间飞，Jε Z ， Vj 满足Jt4VJ 二 L2( R) 

JQVJ=io h同时满足… ::>V _, ::>vo::>v，::>…，ψ (t) 

经过伸缩和平移张成的子空间 Wj ， Wj 是 Vj 的正交

补空间，满足 Vj _ ， = VjEBWj , v j n w j = (0) 和 ~Wj
jeZ 

=L2 (R) ， φ (t) 、审(t) 满足如下两尺度方程

φ(t)=2KEHA(2t-k) ， 

审(t)=2KEGA(2t-k).

其中 ， Hk 、 Gk 是 r X r 矩阵， H(ω)=KEH/时、 G

(ω)=KEG/础是与多尺度函数和多小波函数对

应的低通和高通矩阵滤波器.

将标量小波变换中进行信号分解与重构的 mal

lat 算法推广至多小波变换，可以得到离散多小波分

解与重构算法，见图 1 (a) 和图 1 (b). 

W(ω)是预滤波器，P(ω)是后滤波器，满足 PQ

、
l
j

·
·
且

，
，
‘
、

(a) 

(b) 

图 1 (a) 多小波信号分解结构框图( b) 多小彼信号重
构结构框图
Fig. 1 ( a) The diagram of m川tiwavelet decompositíon (b) 
the diagram of multiwavelet reconstruction 

=I， x"H(ω) 、G(ω)分别是 H(ω) 和 G(ω) 对偶滤

波器，对于正交多小波变换器则为 H(ω) 和 G(ω)

共辄转置 ， Cjk=[ 叫 k ，c'2.k' …，白]、矶 = [dI, k , dl2k , 

，圳人j E Z , r E N. d'.k = f X ( t)俨φi (2 -'t -

ωι = fx(t)2句i (2 -'t - k) d吟， 1 三 i 三 r ，j ,k 

E Z. 

由此可得，分解过程表达式为

cγI=ZHL2kc;EYJI=ZGL2kcli ， (2) 

重构过程表达式为

Ci =ZHJEhq+I+ZGJJnDlJI , (3) 

2 二维图像平稳多小波变换

平稳小波变换是一种冗余的小波变换， N捕。n

和 Silvennan 于 1995 年提出了平稳标量小波变换的

概念，并在文献[4] 给出了其分解和重构算法，即对

低通滤波器和高通滤波器进行插值补零，同时对滤

波器输出的系数不再进行二次抽取即可得到平稳小

披的分解.同时指出平稳小波变换包含选择不同 8

的所有 e-抽取离散小波变换(e-decimated DWT) 系

数，其重构相当于所有 ε-抽取离散小波变换重构结

果的平均，因此可以很好的抑制信号的突变处存在

的伪 Gibbs 振荡现象，具有平移不变性. e-抽取离散

小波变换算法详细介绍见文献[4 ， 11 ]，下面给出二

维图像平稳多小波变换的具体形式.

图 2 给出了二维图像平稳多小波变换的分解结

构框图，与图 1 (a)普通多小波分解结构图相比较可

以看出，前者每一分解级经过低通和高通滤之后没

有 2 次抽取过程，因此经过分解后的第一级逼近和

细节系数矩阵与经过预处理后的输入图像数据矩阵

列方向
Cj+1 

Dfl 

Di+ 1 
, 

Dfl 
(a) 

矩阵插值补零 矩阵插值补零

H→[EJ-→Hi+1σ→压〉→矿1

图 2 平稳多小波变换的分解结构框图
Fig. 2 The diagram of stationary mutiwavelet transfonnation 
decomposition 
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大小相等而不是逐级减半．与平稳标量小波变换 

相比，平稳多小波变换的后一分解级的低通和高通 

滤波器是前一分解级进行矩阵插值补零的结果，矩 

阵插值补零是指插入的是大小为 r X r的零矩阵，这 

是由于平稳多小波变换输入的是 r维数据，其滤波 

器系数为矩阵形式，因此每一次插值补零运算必须 

插人 r X r的矩阵．图2中 、 分别是 H和 G进 

行 次矩阵插值补零运算的结果，图2(b)给出了具 

体的矩阵插值补零的结构框图．H和 G的滤波器系 

数分别用 H。和G 表示，i∈Z分别代表两滤波器第 

i个系数矩阵，大小为 r X r矩阵． 和 的滤波器 

系数分别用 l|I和 来表示，其大小为 r X r系数矩 

阵．令 z表示矩阵插值补零算子，则对于任意的整 

数 i，(zH)2 =H。；当z不为2的整数倍时，(zH)f= 

0⋯．由此，可以得 出式(10) 

H =( H)2Ji=H。， =( G)矾=G ， 

=  = 0⋯ ，当z不为 的整数倍 (4) 

由图2可得二维图像平稳多小波变换的分解表 

达式为 

= ( ) ( )～ ， =( ) ( )～ ， 

= ( ) ( )～ ， =( ) ( )～ ． 

(5) 

下标 col、～ 分别代表沿列方向和行方向进行 

卷积运算， 、 、 和 分别代表逼近、水平细 

节、垂直细节和对角细节系数矩阵． 

需要注意的问题是对于第一分解级的输入图像 

数据是经过预滤波器先沿行方向处理，然后沿列方 

向处理的结果． 

下面给出二维图像平稳多小波变换的重构过 

程，由于平稳小波变换是一种冗余小波变换形式，是 
一 种对信号的超定的表示形式，其小波系数是由许 

多不同的基生成的，因此其重构形式不是唯一的，但 

是重构结果是相同的．下面给出一种平稳多小波的 

重构形式，令 (s 一，s，)、 (s 一，s，)、 (s。， 

⋯

，s，)和 (s 一，s )分别为对平稳多小波变换 

的逼近系数和各方向细节系数和各方向细节系数依 

次进行D ⋯，D。
，共 次二次抽样的后的信号，sf取 

0或 1，其中D。表示对偶位置进行二次抽样，D．表 

示对奇位置进行二次抽样，根据 s 一，s，不同的0， 

1组合方式，共有 种抽样组合方式，对于 s 一， 

s 每一种特定的0，1组合方式 

当 =0时 

(s 一，s )= 

(H) f(H)～ (sl，⋯， ～l，0)+ 

(G) f(H)～ (s。，⋯， ～。，0)+ 

(H) f(G)～ (s。，⋯， 一。，0)+ 

(G) (G)～ (s 一，s ，0)， (6) 

当s =1时 

R， (s 一，s )= 

(H) f(H)～ (sl，⋯， ～l，1)+ 

(G) f(H)～D，̂(sl，⋯，8 —l，1)+ 

(H) (G)～D (sl，⋯，s ～l，1)+ 

(G) f(G)～D (s。，⋯，8 一。，1)． (7) 

H、G定义同上一节，对式(6)和式(7)求和平 

均可得 
1 

(s 一， 一。)=÷( (s 一， ～。)+ 

(s 一，s ))． (8) 

选择不同的s 一，s 组合方式，重复式(6)～ 

(8)共 次，即可得到重构的J一1级的逼近系数 

矩阵 =1，⋯，-，，-，为最大分解级数． 

3 平稳多小波图像去噪算法 

图3给出了对图像采用平稳多小波变换后进行 

去噪的结构框图，根据此图可以给出平稳多小波变 

换图像去噪的一般算法 

1．首先对输入含噪声图像进行预滤波，得到 r 

个输入序列． 

2．对经过预滤波的输入图像序列进行平稳多 

小波分解，从而得到输入图像的逼近系数矩阵和细 

节系数矩阵． 

3．对得到3个方向的细节系数矩阵进行阈值 

处理，去除细节系数矩阵中所含的噪声，对逼近系数 

矩阵不进行处理． 

4．由经过阈值处理的细节系数矩阵和原始逼 

近系数矩阵进行图像平稳多小波重构． 

5．对重构的信息经过后滤波器处理，即得到去 

噪后的图像． 

鱼 预滤L_一离散平稳多L_J阈值U 离散 稳多L_J唇滤 图
像f波器l l小波分解 l I处理l。l小波重构 I。I波器l图 

图3 离散平稳多小波(DSMWT)图像去噪框图 
Fig．3 Diagram of image denoising based on discrete sta- 

tionary multiwavlet transformation(DSMWT) 
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大小相等而不是逐级减半.与平稳标量小波变换[ 4] 

相比，平稳多小波变换的后一分解级的低通和高通

滤波器是前一分解级进行矩阵插值补零的结果，矩

阵插值补零是指插入的是大小为 rXr 的零矩阵，这

是由于平稳多小波变换输入的是 r 维数据，其滤波

器系数为矩阵形式，因此每一次插值补零运算必须

插入 rXr 的矩阵.图 2 中ßI、 GJ 分别是 H 和 G 进

行j 次矩阵插值补零运算的结果，图 2(b) 给出了具

体的矩阵插值补零的结构框图.H 和 G 的滤波器系

数分别用 H，和 Gi 表示，比 Z 分别代表两滤波器第

i 个系数矩阵，大小为 r X r 矩阵.ßI和 U 的滤波器

系数分别用 H( 和 q 来表示，其大小为 rXr 系数矩

阵.令 z 表示矩阵插值补零算子，则对于任意的整

数 i ， (ZH)2i =H，;当 l 不为 2 的整数倍时， (ZH)1 = 

0 , XT. 由此，可以得出式( 10) 

H~i = (ZJH) 2Ji = H" G~Ji = (ZJG) 2Ji = G jJ 

H~ = G: =0"" 当 l 不为 2J 的整数倍 (4) 

由图 2 可得二维图像平稳多小波变换的分解表

达式为

Ci + 1 = ( Hi ) col ( Hi) 刷 Ci ， IY,. + 1 = ( Gi) col ( Hi) ,.., Cj , 

JY,,+I = (Hj)col(Gi) ，σupCJ ， DYI=(GJ)ωl( GJ) ,..,C. 

(5) 

下标 col 、 row 分别代表沿列方向和行方向进行

卷积运算 ， CJ 、矶、四和D'd 分别代表逼近、水平细

节、垂直细节和对角细节系数矩阵.

需要注意的问题是对于第一分解级的输入图像

数据是经过预滤波器先沿行方向处理，然后沿列方

向处理的结果.

下面给出二维图像平稳多小波变换的重构过

程，由于平稳小波变换是一种冗余小披变换形式，是

一种对信号的超定的表示形式，其小波系数是由许

多不同的基生成的，因此其重构形式不是唯一的，但

是重构结果是相同的.下面给出一种平稳多小波的

重构形式，令 C(81 ，…， 8) 、D'h (8 1 ，…， 8) 、战 (8 1 , 

…尚)和毗( 8 1 ，…尚)分别为对平稳多小波变换

的逼近系数和各方向细节系数和各方向细节系数依

次进行 D町，… ，D句共j 次二次抽样的后的信号 ， 8j 取
O 或 1 ，其中 D。表示对偶位置进行二次抽样， DI 表

示对奇位置进行二次抽样，根据町，…尚不同的 0 ，

I 组合方式，共有 r 种抽样组合方式，对于町，…，

8尸 I每一种特定的 0 ， 1 组合方式

当 8i =0 时
R扩 1 (81,… ,8 i -1) = 

(H)col(H) ,..,C(8I ,…,8j _1 ,0) + 

(G)col(H) ，..，D'h(8 1 ，… ， 8i叶 ，0) + 

(H) col( G) ,..,JY,,( 8 1 ,…, 8 j _ 1 ,0) + 

(G) co/ (G) 明D'A81 ，…， 8尸 1 ， 0) ， (6) 

当 8j = 1 时
Rγ1 (81 ,… ,8 i -1) = 

(H)col(H) ，..， C(8 1 ，… ， 8j叶 ，1) + 

(G) col (H) ,..,D'h (81 ,…, 8 i - 1 ,1) + 

(H) co/ (G) ,..,D'.(8I ,…, 8 j _ 1 , 1) + 

(G)ωJ G) ,..,D'A 8 1 ,… ,8 i _1 ,1) . (7 ) 

H 、G 定义同上一节，对式(6) 和式(7)求和平

均可得

crl(81 ，，srl)=÷(时 (81 ，...， 8j _ l ) + 

RI(81 ,… ,8 i _1 ) ). ( 8 ) 

选择不同的町，…J尸 1组合方式，重复式(6) -

(8)共 2i - 1 次，即可得到重构的j - 1 级的逼近系数

矩阵 Ci- l ，j=l ，… ， J ， J 为最大分解级数.

3 平稳多小波图像去曝算法

图 3 给出了对图像采用平稳多小波变换后进行

去噪的结构框图，根据此图可以给出平稳多小披变

换图像去噪的一般算法

1.首先对输入含噪声图像进行预滤波，得到 r

个输入序列.

2. 对经过预推波的输入图像序列进行平稳多

小肢分解，从而得到输入图像的逼近系数矩阵和细

节系数矩阵.

3. 对得到 3 个方向的细节系数矩阵进行阔值

处理，去除细节系数矩阵中所含的噪声，对逼近系数

矩阵不进行处理.

4. 由经过阔值处理的细节系数矩阵和原始逼

近系数矩阵进行图像平稳多小波重构.

5. 对重构的信息经过后滤波器处理，即得到去

噪后的图像.

图 3 离散平稳多小波(DSMWT) 图像去噪框图
Fig. 3 Diagram of image denoising based on discrete sta
tionary multiwavlet transformation (DSMWT) 



l54 红 外 与 毫 米 波 学 报 24卷 

对上述算法需要说明的是阈值处理问题，假设 
一 个信号被加性高斯噪声污染可用下式表示 

(Ii})= Ii})+ (k)，k=0，⋯，N一1 (9) 

式(9)中 (k)表示含噪信号 k)表示真实信号，z 

(n)为高斯 白噪声， 为噪声均方差，Ⅳ为采样点 

数，则经过平稳多小波变换后，细节系数矩阵表示为 

D = + ， ∈Z，k=0，⋯， 一1 (10) 

其中， 为含噪的小波系数向量，其形式为 

l0’ l0’⋯ ， -0 ’⋯  
， 一  

一

， ． 一 。， 为真实的小 

波系数向量，对于重复行预处理 M=N，对于矩阵预 

处理 M=N／r．由于小波变换具有去相关性和能量 

集中性，信号能量绝大部分集中于逼近系数，因此噪 

声信息主要含于细节系数中，因此去噪主要是对细 

节系数进行．用于小波去噪的阈值处理方法主要有 

软阈值处理和硬阈值处理 2种[1引． 

软阈值处理为 

， 

={ ’ ： ： (11 
硬阈值处理为 

． 
fsgn( ， )(I 

， 
I一 )，I ， I 

i0．I ． I< 
(12) 

式(17)和式(18)中i=1，⋯，r，k：0，⋯，M一1， 

：1，⋯，J一1． 

对于标量正交小波变换 阈值 根据文献 

[12]，可取通用阈值 Th= log(N)，其中 为噪 

声均方差，由于在实际去噪过程中 无法事先知 

道，且噪声主要集中于细节信息，一般通过对小波变 

换第一分解级的小波细节系数方差进行估算得到． 

但笔者经过仿真发现分别估算各级方差，对各级分 

别取阈值有更好地去噪效果．对于平稳多小波变换 

有多个小波函数，噪声经过预处理和多小波变换后， 

由于并非正交变换，因此各个小波细节系数向量的 

方差都不同，文献[8]取它们平均值作为估计噪声 

方差，耗费将对不同级不同小波系数分别取方差，并 

分别确定阈值 = ~／21og(N)， 根据信号的平 

稳多小波的变换的第 分解级的第 i个小波细节系 

数向量进行估算． 

： —

me di an (~ ,
一

k)
． k：0，⋯ ，M 一1， 1，⋯ ，r —  一 · ，⋯ ， 一 ， ，⋯ ， 

(13) 

由此可得 ，利用式(11)或式(12)可求得经过阈 

值处理后的小波系数． 

值得一提的是，目前确定阈值的方法有很多种， 

如 Heurshrink法、minimax法以及 Sureshrink法等 

等，各种方法有各 自的优缺点，文献[13]对此问题 

有详细的介绍，本文仅采用一种阈值确定方法是为 

了便于比较． 

4 仿真结果 

下面对某型飞机的红外含噪图像分别用重数为 

2的GHM正交双小波、平稳 GHM双小波，db2小 

波，平稳 db2小波进行去噪比较研究，这样选择的原 

因是 db2小波和 ghm小波都具有二阶消失矩，且与 

其对应的低通滤波器组和高通滤波器组也是4个系 

数，具有可比性．其中噪声图像由原始图像加入高斯 

白噪声得到，含噪图像信噪比 SNR=2、均方误差 

rinse=19．4832．多小波采用逼近预滤波器，为了便 

于比较，阈值处理过程都是对含噪图像进行 3级分 

解，并对各分解级分别取阈值．图4是采用软阈值去 

噪结果，其中(a)为原始图像；(b)为加入高斯噪声 

图像；(C)为采用 db2正交小波去噪结果；(d)为采 

用 GHM正交双小波去噪结果；(e)为平稳 GHM双 

小波去噪结果；(f)、(g)、(h)和(i)分别为原始图像 

和含噪图像以及采用 db2小波、GHM双小波、平稳 

GHM双小波获得的去噪图像第 128行比较图；(j)、 

(k)分别为 GHM双小波的尺度函数和小波函数； 

(1)为 db2小波的尺度函数和小波函数．表 1给出 

了分别采用软、硬阈值各种小波去噪性能比较． 

GHM滤波器系数和逼近预滤波矩阵见文献[8]． 

从图4和表 1可以看出在同等条件下，对于含 

加性高斯噪声的图像 ，平稳 GHM双小波较其他小 

波去噪方法性能确有提高，从(i)可以看出其去噪结 

果基本上复现了原始信号． 

5 结语 

结合多小波变换和平稳小波变换在图像去噪方 

面的优越性，文中提出了一种基于平稳多小波变换 

的去噪算法，并采用平稳 GHM双小波对含加性高 

斯噪声的红外图像进行了去噪仿真，结果表明在同 

等实验条件下，相对一般的基于标量小波和多小波 

表 1 不同小波去噪方法性能比较 

Table 1 Comparision of different wavelet denoising algo- 

rithm 

GHM正交双小波平稳GttM小波 1)b2正交标量小波平稳DM小波 

均方根差(硬阈值) 5．7554 4．9670 5．8294 5．0617 

均方根差(软阈值) 5．3822 4．9463 6．6842 5．1356 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

154 红外与毫米波学报 24 卷

对上述算法需要说明的是阔值处理问题，假设

一个信号被加性高斯噪声污染可用下式表示

λ(k) = f( k) + σz( 的 ， k =0 ,… ,N-l (9) 

式(9) 中 Jn(的表示含噪信号J(k) 表示真实信号 ， z

( n) 为高斯白噪声， σ 为噪声均方差 ， N 为采样点

数，则经过平稳多小波变换后，细节系数矩阵表示为

D'k = S'k + σZLjEZ ， k=O ， … ，M-l (1 0) 

其中， D'k 为含噪的小波系数向量，其形式为

d!I ，O' 码，0 ，… ，d!"o' …~，M-l ， … ，~，M-l 'S'k 为真实的小
波系数向量，对于重复行预处理 M=N， 对于矩阵预

处理 M = N/r. 由于小波变换具有去相关性和能量

集中性，信号能量绝大部分集中于逼近系数，因此噪

声信息主要含于细节系数中，因此去噪主要是对细

节系数进行.用于小波去噪的阐值处理方法主要有

软阐值处理和硬阔值处理 2 种[山

软闻值处理为

rd'. k' Id'. ι1 ~ThJ 
d ι = J 

.. lO. 码 k 1 < Th~ 

硬阔值处理为

dL=jS伊(ι)(1ι1 - ThD, 1 d'. .k 1 呈阳(
.. LO.ιf. k 1 < 1页(

(12) 

式(17) 和式(18) 中 i = 1 ,… , r ,k =0 ,… ,M -1 , 

j = 1 ,…,j -1. 

对于标量正交小波变换阔值 1页根据文献

[ 12]，可取通用阐值 Th = σ V'Th百万了，其中 σ 为噪

声均方差，由于在实际去噪过程中 σ 无法事先知

道，且噪声主要集中于细节信息，一般通过对小波变

换第一分解级的小波细节系数方差进行估算得到.

但笔者经过仿真发现分别估算各级方差，对各级分

别取阐值有更好地去噪效果.对于平稳多小波变换

有多个小波函数，噪声经过预处理和多小波变换后，

由于并非正交变换，因此各个小波细节系数向量的

方差都不同，文献 [8J 取它们平均值作为估计噪声

方差，耗费将对不同级不同小波系数分别取方差，并

分别确定阐值毗=~V'Th百万了，叫根据信号的平
稳多小波的变换的第j 分解级的第 i 个小波细节系

数向量进行估算.

CI =~ædian ( d'. k ) 
品 • k =0 ,… ,M-l ,i=l ,… , r 

O. 6745 

(1 3 ) 

由此可得 1耐，利用式(1 1 )或式(12) 可求得经过阔

值处理后的小波系数.

、
‘
，F

'
且

'
且

J
，
‘
‘
、

值得一提的是，目前确定阔值的方法有很多种，

如 Heurshrink 法、 mlmmax 法以及 Sureshrink 法等

等，各种方法有各自的优缺点，文献[13 J 对此问题

有详细的介绍，本文仅采用一种阔值确定方法是为

了便于比较.

4 仿真结果

下面对某型飞机的红外含噪图像分别用重数为

2 的 GHM 正交双小波、平稳 GHM 双小波， db2 小

波，平稳 db2 小波进行去噪比较研究，这样选择的原

因是 db2 小波和 ghm 小波都具有二阶消失矩，且与

其对应的低通滤波器组和高通滤波器组也是 4 个系

数，具有可比性.其中噪声图像由原始图像加人高斯

白噪声得到，含噪图像信噪比 SNR = 2 、均方误差

rmse = 19.4832. 多小波采用逼近预滤波器，为了便

于比较，阐值处理过程都是对含噪图像进行 3 级分

解，并对各分解级分别取阐值.图 4 是采用软阐值去

噪结果，其中( a) 为原始图像; (b) 为加人高斯噪声

图像 ;(c) 为采用 db2 正交小波去噪结果; (d) 为采

用 GHM 正交双小波去噪结果; (e) 为平稳 GHM 双

小波去噪结果; (f)、( g) 、( h) 和 (i) 分别为原始图像

和含噪图像以及采用 db2 小波、GHM 双小波、平稳

GHM 双小波获得的去噪图像第 128 行比较图; (j)、

( k)分别为 GHM 双小波的尺度函数和小波函数;

(1)为 db2 小波的尺度函数和小波函数.表 1 给出

了分别采用软、硬阔值各种小波去噪性能比较.

GHM 滤波器系数和逼近预滤波矩阵见文献[8 J. 
从图 4 和表 1 可以看出在同等条件下，对于含

加性高斯噪声的图像，平稳 GHM 双小波较其他小

波去噪方法性能确有提高，从(i) 可以看出其去噪结

果基本上复现了原始信号.

5 结语

结合多小波变换和平稳小波变换在图像去噪方

面的优越性，文中提出了一种基于平稳多小波变换

的去噪算法，并采用平稳 GHM 双小波对含加性高

斯噪声的红外图像进行了去噪仿真，结果表明在同

等实验条件下，相对一般的基于标量小波和多小波

表 1 不同小波去噪方法性能比较
Table 1 Comparision of ditTerent wavelet denoising a1go-

rithm 

GHM iE交双小波平稳 GHM 小波阳正交标量小波平稳阻J4 IJ、波

均方根差(硬阂值 5.7554 4.9670 5.8拙 5.æI7 

均方根差(软阂值 5.3822 4.94ω 6.6842 5. 1356 
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图4 采用软阈值红外图像去噪结果 
Fig．4 The denoising infrared image based on soft thresholding 

变换的去噪算法，此算法不仅对加性高斯噪声有很 

好的抑制作用，而且可以保留尽可能多的图像细节． 
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变换的去噪算法，此算法不仅对加性高斯噪声有很

好的抑制作用，而且可以保留尽可能多的图像细节.
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