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摘要：提出了一种基于粗集理论的图像分割方法．在图像聚类过程中的对象往往是具有相似关系而不是等价关系 

的对象．在本文中将相似关系应用到粗集理论中来解决图像中的聚类问题．由于噪声的干扰，往往会影响到图像分 

割的效果．本方法提出了边界点的最大隶属原则并进而提出了边界点的粗糙度 以及边界点的最大隶属原则，从而 

大大减小了噪声的干扰．在此基础上给出了聚类质量的评价函数．该方法为进行图像分割提供了一个崭新的视角． 
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BASED oN RoUGH SETS 

· LIU Hong—Jian， LIU Yun—Cai 

(Institute of Image Processing&Pattern Recognition，Shanghai Jiao Tong University，Shanghai 200030，China) 

Abstract：A method for image segmentation based on rough sets theory was presented．Objects in the clustering process of- 

ten have similarity relation instead of equivalence relation．Rou【gh sets theory was applied in similarity relation to solve clus— 

tering issue．In general，clustering results are easily corrupted by noises．In order to decrease noise disturbance，maximum 

membership principle of the boundary points and roughness are defined．Clustering evaluation function Was presented on 

this base．The method provides US a new viewpoint on processing image． 
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引言 

粗集理论是一种新型的处理数据的模糊性和不 

确定性的数学工具⋯能有效地分析和处理不粗确 、 

不完整等各种不完备信息，并从中发现隐含的知识， 

揭示潜在的规律．不可分辨关系是粗集理论的最基 

本概念，在粗集理论中用上近似和下近似等概念来 

刻画不精确性与模糊性． 

目前已有大量的聚类方法，比如 K一平均算法， 

ISODATA算法，Hierarchical Clustering Method，Na． 

ive—Bayes，Fuzzy C—means 等．基于知识的粗集聚 

类方法仍然不多见，目前只在少数文献中可以看 

到 ． 

在聚类问题中，由于数据之间大量存在的是相 

似，而不是等价关系．数据之间满足自反性与对称 

性，而不满足传递性，正是由于这种原因，所以类与 

类之间很容易受噪声的干扰而变得模糊不清．而粗 

集理论主要是解决满足等价关系的问题，对于相似 

关系则不太适合．为了解决这个问题，在本文提出了 

边界点的隶属度的概念，根据边界点对于相交各类 

的隶属度来最终确定边界点的归属，有效的解决了 

这个问题．同时提出了不可分辨测度的概念，可以动 

态的进行聚类．并在此基础上给出了聚类质量的评 

价函数．在最后一部分中将所得到的聚类算法应用 

于图像分割，分析了不同情况下产生的结果，证明了 

方法的有效性． 

1 聚类过程 

1．1 基于相似关系的粗集聚类 ’ 
‘

首先给出聚类过程中相似关系的定义： 
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的对象.在本文中将相似关系应用到粗集理论中来解决图像中的聚类问题，由于噪声的干扰，往往会影响到图像分

割的效果.本方法提出了边界点的最大隶属原则并进而提出了边界点的粗糙度以及边界点的最大隶属原则，从而
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性，阳不满足传递性，正是由于这种原因，所以类与

英之间很容扇受噪声的干扰而变得模糊不清.而粗

焦躁论主要是解决满足等价关系的问跑，对于相似

关系则不太适合.为了解决这个问题，在本文提出了

边界点的隶属度的概念，根据边界点对于相交各类

的隶属度来最终确定边界点的归属，有效的解决了

这个问题，问时提出了不可分辨削度的概念，可以动

态的进行廉类.并在此基础上给出了聚类质量的评

价函数.在最后一部分中将所得到的架类算法应用

于图像分割，分析了不同情况下产生的结果，证明了

方法的有效性.

骤提过程

1. 1 基于相似关擦的相集黯提

·首先给出聚类过程中相似关系的定义:

1 

粗集理论是一种新型的处理数据的模糊性和不

确定性的数学工具[1] 能有效地分析和处理不粗确、

不完整等各种不究备倍息，并从中发现隐含的知识，

揭示潜在的规律.不可分辨关系是粗集理论的最基

本概念，在粗集理论中用上近似和下近似等概念来

刻丽不精确性句模糊性.

目前已有大麓的聚类方法，比如 L平均算法，

ISODATA 算怯. Hierarchical Clustering Method. Na

lve心aye日， Fuzzy ιmeans[2 ， 3] 等.基于知识的粗集廉

类方法仍然不多见，目前只在少数文献中可以看
到[4]

在聚类问题中，由于数据之间大最存在的是相

似，阳不是等价关系.数据之间满足白皮性与对称

引富
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图 1 例1中的分类结果 
Fig．1 Clustering results in example 1 

图2 例 2中的分类结果 
Fig．2 Clustering results in example 2 

定义 1：设有论域 U： ， ，⋯， }，则定义 

上的关系尺为：R={X。， ，⋯ }其中： 

X。= { ，I s ( ， )≤Th }，V ，∈U，i≠ 

(1) 

显然关系尺是一种相似关系．因为s ( ， 。)≤ 

，所以尺自反的，同时由于s ( ， ，)≤Th ( ，， 

)≤Th ，所以关系 尺是对称的，然而，s ( ， ，)≤ 

Th ，s (xj， )≤Th 并不能推出s ( 。， )≤Th 即尺 

不满足传递性．因此关系尺是一种相似关系而不是 

等价关系．同时注意到在传统粗集的等价关系的条 

件下有 置n = ，但是在定义 1中此条件并不满 

足． 

对于这种相似关系，文献[5]中用扩展粗糙集 

来避免在数据库中的不完整数据的影响．但是发现 

即使在精确完整的数据库中在很多情况下也遇到了 

这个问题，特别是像定义 1那样的聚类过程．这显然 

与传统粗集理论的等价关系是不一致的，但是在集 

合中这种相似关系是大量存在的． 

基于上面的定义给出： 

定义2：在论域 上，定义基于相似关系的粗集 

分类为：尺一( )={Y ，y2，⋯】，r}其中： 

=U {Xi I i n ≠ ，i√∈t}． (2) 

[例 1]令U：{ 。， ，⋯， }是二维坐标上点集．点 

的坐标如图 1所示： 

根据定义 1，通过计算得到： 

Xl：{ l， 2， 9， lo}， 墨 ：{ 2， 7， 9{， 

= { l， 2， 7， 9， lo}， 墨 ：{ 3， 4，X6，， 8， l }， 

x3：{ 3，X6， 8， ll}， x9={ l， 2， 5， 7，， 9， lo}， 

x4：{X4， 6， 8}， Xlo={ l， 2， 5， 9， Io}， 

墨 ：{ 5， 9， I(】}， Xll={ 3，．176， 8， ll}． 

= { 3，X4， 6， 8， ll}， 

这里取欧氏距离 Th =√2． 

根据定义2得到粗集分类为 

Yl= l L．J 2 L．J L．J X7 L．J X9 L．J Xlo 

= { l，戈2，戈5， 7， 9， l0}， 

y2=X3 L．J X4 L．J X6 L．J X8 L．J Xll 

= { 3， 4， 6， 8， Il}． 

通过以上计算 U={ 。， ，⋯， }被聚类为两类 

y。，y2． 

可以看到用粗集的近似关系可以将距离接近的 

对象聚为一类．但是发现，在聚类过程中存在着大量 

的并运算，以及比较运算．为了使运算得以简化，提 

出以下定理． 

定理 1：如果根据定义 2得到 Y=L．J X n ， 

≠ ，i，j∈t}则可以直接得到 y= U∈t}． 

证明：由题意知 ∈Xi， ∈ 且 n ≠ ， 

∈X。n ， ∈ 。且 。， ∈ { I J．∈t} Y= 

L．J{ I n ≠ ， ， ∈t} 

以上过程证明了 I ∈￡}包含于 y下面证明 y 

中仅包含{xi U∈t}： 

假设有一变量 ∈Y但 d t则由以上证明过 

程可知 必不属于任意两个 的交集 ，否则 d∈t． 

所以 必定仅属于其中一类，不妨设 ∈Xk，但是 

根据题意必有 ∈X ，d≠尼所以 ∈X fn 推出d 

∈t与假设矛盾．所以 y中仅包含 { ，U∈t}． 

由以上过程得：Y={ ，I ∈t}． 

如：在例 1中根据定理 1，可以直接得到： 

Yl=Xl t_JX2 1．3X5 1．3X7 1．3X9 1．3Xl0 

= { l， 2， 5， 7， 9， lo}， 

Y2= 3U 4U 6U 8U ll 

= { ， 4， 6， 8， ll}． 

y 8 7 6 5 4 3  2  l  
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定义 2:在论域 U上，定义基于相似关系的粗集

分类为 :R-(X)=I 飞，飞，… Yfl 其中:

YK=V|XilX‘ n Xj 笋 φ ， i ，j e t l. 

[例 1 ]令 U:: I 叭，町，… J川是二维坐标上点集.点
的坐标如因 l 所示:

根据定义 1 .通过计算得到:

X1 ::: IX1 ,X2 ,X9 ,XIQ 1. X7 = IX2 冉，均 1.
X2 = I 叭，引向，勾庆10 1 ， X8 = IX3 冉冉 ， ，XS 川 1 ，
X3 Ix3 ,x6 ,x8 ,xII 1, X9 = IX 1 尚冉冉 "衍 ，XIQ I • 
X4 = I 均 ，X6 ,X8 1 , XIQ = I X 1 冉冉，衍 ，XIQ 1 , 
Xs = Ixs 冉 ，X10 1, Xll IX3冉冉冉11.
X6 ::: IX3 冉冉 ，X8 乒111 ，

这里取欧氏距离 T1飞 =j2.
根据定义 2 得到粗集分类为

Y， 工 X 1 U X2 U Xs U X7 U X9 U XIQ 

= I Xl'吨 ， X s ,X 7 ,X 9 ,X lO I , 
Y2 = X3 U X4 υ X6 U X8 U X II 

I X 3 ,X 4 ,X 6 ,X 8 ,X[[ 1. 

通过以上计算 U = I X 1 ，川，…， x9 1 被聚类为两类

飞 ， Y2 • 

可以看到用粗集的近似关系可以将距离接近的

对象聚为一类.但是发现，在聚挺过程中存在着大量

的并运算，以及比较语算.为了使运算得以简化，提

出以下定理.

定理 1 :如果根据定义 2 得到 Y z v l Xzlxt nxi 
功 φ ， i ,j E tl 则可以直接得到uy=! 气 lj 巴 tf.

证明:由题:意知 Xj EXi ， 引 EXj 且 Xj nXJ '"φ司吭，乓
EX，门 XjοXi "引 ε X， 且 X， ， 叽 ε XJ 巳学问 Ij E t 1 ç Y 口

UIXjlXj 门 Xj 功 φ ， i ，j E t 1 

以上过程证明了问 Ij E t 1 包含于 Y下面证明 Y

中仪包含问 Ij E tf : 
假设有一变量 Xd E Y 1B. d ~ t 则由以上证明过

程可知 Xd 必不属于任意两个 X 的交集.否则 d E t. 

所以 Xd 必定仪属于其中一棠，不妨设 X" E 爪，但是
根据题意必有 Xd E 儿 ， d 功 k 所以 Xd EX，[ nXk 推出 d
Et 与假设矛盾.所以 Y 中仅钮含 I Xj Ij E 1 \. 

由以上过程傅:Y叫 Xj Ij E t 1. 
如:在例 1 中根据定理 1 ，吁以直接得到:

Y1 =X1 UX2 UXsυX7 UX9 UXIO 

I X1 ,x 2 ,x s ,x 7 ,x 9 ,x [Q 1 • 

X3 UX4 UX6 UX8 UX'I 
= I x 3 ,x 4 ,x 6 'X8 ,x lI 1. 

23 卷
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图 1 例 1 中的分类结果
Fig. 1 Clustering results in example 1 
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阁 2 例 2 中的分类结果
Fig. 2 Clustering results in example 2 
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几

定义 1 :设有论城 U= Ix[ ，衔，… ， Xn 1 ，9lU定义 U

上的关蕉 R 为 :R 叫儿，儿，…Xn 1 其中:
X

j = I Xj I Sc (矶，气)运 Thcl ， VXJ E U ， i 功 j.

(1) 
显然关系 R 是一种相似关系.因为 sc(x"Xf ) 延

7飞，所以 R 白反的，间时由于 s， (x ， x) 骂骂 Th，仲飞 (XJ '
XJ 延 Th， ，所以关系 R 是对称的，然阳i , s, (x"x) ~ 
Th"sc( 抖 ， Xk ) ~Th，并不能推出 Sc (x , ,X, ) ~ Thc 即 R
不满足传递性.因此关系 R 是-种相似关系而不是

等价关系.问时注意到在传统粗集的等价关系的条

件下有 Xj 门 Xj = φ，但是在定义 l 中此条件并不满

足.

对于这种相似关系，文献 [5J 中用扩展粗糙集

来避免在数据库中的不完瞥数据的影响.但是发现

即使在精确完整的数据库中在很多情况下也遇到了

这个问题，特别是像定义 1 那样的景类过程.这显然

与传统粗集理论的等价关系是不一致的，但是在集

合中这种相似关系是大量存在的.

提于上面的定义始出:
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1．2 边界点的粗糙度 

[例 2]再进一步讨论另外一种情况 

如图 2所示，在图 1的基础上再增加一个点 

利用定义 1，定义2，得 ： 

Xl2={ 3， 9， l2}， 

进而可以聚类得到： 

Y={ l，X2，X3，X4，X5，X6，X7， 8， 9，Xlo， ll， l2}． 

可以看到由于 。 而使原来的 y。，y2两类变为一类． 

显然这与我们的理解是不同的．这种情况很容易使 

聚类结果受到噪声点的干扰．为了减少噪声点的干 

扰，给出不可分辨测度的分类定义，如下： 

定义 3：在论域 上，根据定义 1定义基于相似 

关系的粗集分类为：尺一( )={】，。， ，⋯y，} 

其中 

=U { l card(X n ，)≥indis，i，J∈t}． 

(3) 

indis为分类的不可分辨测度． 

当indis=1可以看到定义3就退化成了定义2， 

因此定义3可以看作是定义2的一个推广形式．根 

据定义 3，重新计算例 2，取 indis=3 

Xl={ l，X2，X9， lo}， 墨 ={ 2， 7，3g9}， 

= ，X2，X7， 9， lo}，墨 ={ 3，X4， 6，X8，Xll}， 

= { 3，X6，X8， ll， l2}， ={ l， 2，X5，X7，3g9， lo， l2}， 

五 ={ 4， 6，X8}， lo={ l，X2，X5，X9，Xlo}， 

墨 ={ 5，X9，Xlo}， ll={ 3， 6， 8，Xll}， 

= { 3，X4，X6， 8， ll}，Xl2={ 3，X9， l2}． 

Yl： l U X2 U Xs U X7 U X9 U Xlo 

= { l， 2， 5，X7，X9，Xlo}， 

y2=X3 U X4 U X6 U X8 U ll 
= { 3， 4， 6，XR，Xl1}， 

y]=Yl2= { 3，X9，Xl2}． 

从以上结果可以看出根据定义3得到3个粗分 

类 】，。，y2，y]，其中{ }=Y，n y]，{ ，}=y2 U y]称 

之为边界点集合．也就是说对于边界点{ }，{X } 

具体属于哪一类是不明确的． 

为了确定边界点的归属，提出了以下定义： 

定义4：(边界点最大隶属原则)设通过定义 2 

得到边界点集合为{A。，A ，⋯A }，其中A 是由{y。， 

y2，⋯ }共同形成的边界点集合，认为A 相对隶属 

于 ．如果满足： 

card(R一(A )n y )=max(card(R一(A )n ))， 

∈[1，t]． (4) 

根据定义 4，得到粗分类的粗糙度： 

定义5：设通过定义 2得到边界点集合为{A，， 

A ，⋯A }则由定义4得到相对隶属于 】，n的 A 的粗 

糙度为： 

P(A )=card(R一(A )n II．)／∑(eard(R一(A．)n ))． 

(5) 

定义6：在定义 5的基础上 ，整个分类的粗糙度 

为： 

P(A)：1一 — ‘(∑card(A )P(A ))． 一 ∑card(A ) 午 “ 

(6) 

例如：对于[例2]的边界点集合A。：{ }，得到 

R一(A1)=Xl U 2 U X5 U X7 U X9 U XloXl2 

= { l， 2，X3，X5，̂7，X9，Xlo， l2}， 

card(R一(A1)n y1)=card{ l， 2， 5， 7， 9， lo}=6， 

card(R一(A1)n l，3)=card( 3， 9， l2)=3． 

由于 card(R一(A )n l，1)>card(R一(A )n ) 

表 2 数据相似度 
Table 2 Data similarity degree 

维普资讯 http://www.cqvip.com 
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1. 2 边界点的粗糙膛

[例 2]再进一步讨论另外一种情况

如回 2 所示，在回 1 的摹础上再增加一个点 XI2
利用定义 1 ，定义 2 ，得:

XI2 = \x3 ,x9 ,x I2 1 , 

进而可以聚类得到:

Y 工 \ X) , X2 , X 3 , X4 , X S , X6 , X 7 , X 8 , X9 , XJO , X tI , x)21. 

可以着到由于 X)2 ffij使原来的飞， Y2 肉类变为一类.
显然这与我们的理解是不间的.过种情况很密易使

聚类铺果受到噪声点的干扰.为了减少噪声点的

扰，给出不可分辨测度的分类定义，如下:

定义 3 :在论城 U 上，根据定义 l 定义基于相似

关系的粗集分类为 :R-(X) 叫 Y) ，凡，…乓|

其中

飞 =V|XtlCGrd(Xa n xi) 注 indis ， í ，j ε t 1. 

(3) 

indis 为分类的不可分辨测度.

当 indis = 1 可以看到定义 3 就退化成了定义 2 ，

因此定义 3 可以看作是定义 2 的一个推广形式.根

据定义 3 ，重新计算例 2 ，取 indis = 3 

X) 口 Ix) 冉冉，X)O 1, X7 口 IX2 冉冉 1 , 

X2 ::; Ix) 冉冉，均，XIO 1 , X8 口|町，句A尚 ，X JJ I , 

X3 ::; IX3 冉冉 ，XJJ ，X)川 ， X9 = Ix) 冉冉冉，句，XJO ,x)21 , 

X4 = \ X 4 ,X,6 ,x8 1 , XJO = 1 X) 冉冉冉冉JO 1 , 

几 =1冉冉，xlO l ， XJJ = \X3 冉冉冉) 1, 

X6 = IX3 冉冉冉冉) 1, XI2 = 屿，均占121.

Y) = X1 U X2 U Xs U X7 U X9 U XJO 

工 1 X 1 , X2 ,X S , X7 ,X9 ,XJO 1 , 

Y2 立 X3 U X4 U X6 U X8 U X)) 

\ X 3 ,X 4 , X6 ， X毡， X lJ 1 , 

飞出 Y)2 口 1 X 3 ， 衍， x)21.

从以上铺果可以看出根据起义 3 得到 3 个粗分

类 Y1 ，凡，飞，其中 1 x91 Y) n 飞， 1 川 1 =飞 UY3 称
之为边界点集合.也就是说对于边界点问91 , 1 X 3 1 

具体属于哪一类是不明确的.

为了确定边界点的归属，提出了以下定义:

定义 4: (边界点最大隶属原则)设通过定义 2

得到边界点集合为 I AI ,A2' …Am 1 ，其中 A ， 是由 1 飞，

飞，…叩共间形成的边界点集合，认为 A， 相对隶属

Ya ' 如果满足:

card(R- (AJ n 凡) ::; max(card(R- (A ,) n 只) ) , 

j E [l , tJ. (4) 

根据定义 4，得到粗分类的粗椭度:

定义 5:设通过定义 2 得到边界点集合为 IA) , 

A2 , …Am 1 则由定义 4 得到相对隶属于凡的 A， 的粗

糙度为:

P(Ai ) = card(R… (Ai ) n 瓦)/汇 (ca硝K (A ,) n ~)) 

为:

(5) 

定义 6:在定义 5 的基础上，整个分类的粗精度

P(A)z l-m 1 ·(亨丁 card(A，) P(A，) ). 
Ycard(A ,) '''7'' 

(6) 

例如:对于[例 2J 的边界点集合 A) ::: Ix9 1 ，得到

Rω (A 1 ) = X1 U X2 U Xs U X7 U X9 U X JO X)2 

工 \ X , '%2 'X3 ,X S '.:\:'7 'X9 ,XJO ,%12 1 

card(Rω (A)) n Y，) 工 card I 叫 'X2 冉 '%7 'X9 ,%JO 1 口 6 ，

card(R- (A)) n Y3) 口 card( 衍，句 ， X'2) = 3. 

由斗f card(R- (A 1 ) n Y,) > ωrd(R-(.4 1 )nY3 ) 

表 2 激据相似度

Table 2 Data similarity degree 
s(x,.x) %1 X2 X3 X4 %5 %6 X7 X8 X9 XIO XII Xl2 

X) 。 0.1672 0.2355 0.0811 0.2014 0.2895 0.0549 0.2434 0.2198 0.1仰9 0.2139 0.2613 

X2 。 1672 。 。 1718 0.0974 0.0549 0.2197 0.1461 0.1伪9 。 1945 。 1442 0.0487 0.0974 

X) 0.2355 。 1718 。 。 1648 。 1296 0.0549 。自 1820 0.1创始 0.0487 0.1297 。 1945 0.2255 

X4 0.0811 0.0974 0.1648 。 0.1220 0.2198 0.0487 0.1623 0.1612 O. 侃48 0.1461 0.1948 

X5 。自 2014 0.0549 0.1296 0.1220 。 0.1718 0.1672 0.0549 。同 1621 0.1461 O. 侃48 0.1似l6

X6 0.2895 0.2197 0.0549 0.2198 0.1718 。 0.2355 。 1296 0.0811 0.1820 0.2353 0.2593 

X7 0.0549 。 1461 0.1820 。自 0487 。自 1672 。自 2355 。 0.2014 0.1648 0.0549 0.1948 0.2436 

X8 0.2434 。 l仰9 。 l以l6 0.1623 0.0549 0.1296 。ω2014 。 。 1442 。 1672 。 l仰9 。 1296

X9 0.2198 0.1945 0.0487 。 1612 0.1621 0.0811 0.1648 0.1442 。 。 1仰9 0.2255 0.2620 

XIO 0.1饵" 0.1442 0.1297 O. (J648 0.1461 0.1820 0.0549 。 1672 0.109 。 。 1903 0.2375 

XiI 0.2139 。. (问87 0.1945 0.1461 O. (J648 0.2353 。 1948 0.1仰9 0.2255 。 1903 。 0.0487 

X12 0.2613 0.0974 0.2255 0.1948 。 .1仪l6 0.2593 0.2436 0.1296 0.2620 0.2375 0.0487 。
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所以认为 。∈Y，同理可以得到 ∈y3 

所以最终得到分类为 

Zl = { l， 2， 5， 7， 9， l0}， 

Z2={ 3， 4， 6， 8， ll}， 

Z3={ l2}． 

由定义 5和定义 6可以得到粗糙度为 

P(A．)=6／(6+3)=．2／3， 

P(A2)=5／(5+3)=5／8， 

P(A)=1一÷(2／3+5／8)=0．354． 

1．3 实例分析 

[例 3]如表 1所列，由于马氏距离对一切非奇异性 

变换都是不变的，这说明它不受特征量的纲的选取 

的影响，并且最平移不变的．所以在这里使用 s( ， 

)= 如果除了数值属性外还有其它 

非数值属性，可以定义其它的相似度． 

表2中的数据是 。， 之间的相似关系s( 。， 

对于阈值得的选取有很多方法 j．在这里仅简 

单的使用极小点阈值法．首先将数据进行增序排列． 

然后求出所有的极小点，并以第一个极小值点作为 

需要的阈值．对于例 3，经计算 

s(xl， )=0．1099，s( 2， ，)=0．0549，s( 3， ，)=0．0549， 

s(x4， f)=0．0648，s( 5， f)=0．0648，s( 6， ，)=0．0811， 

s(x7， )=0．0487，s( 8， ，)=0．0549，s( 9， )=0．0487， 

s(xl0， f)=0．0648，s(s1l， f)=0．0648，s(xl2， ，)=0．O487， 

Xl={ l， 4， 7， l0}，Xz={ 2， 5， l1}，X3={ 3， 6， 9}， 

= { 4， 7， l0}，X5={ 2， 5， 8， ll}，X6={ 3， 6， 9}， 

= { 4， 7}，X8={ 5，‰}， ={ 3， 9}， 

Xl0={ 4， 7， l0}，Xll={ 2， 5， ll， l2}，Xl2={ 1l， l2}． 

如果设不可测度 indis=1即按定义 2并由定理 

1进行聚类则可以得到聚类为 

表 1 数据的属性值 

Table 1 I，矗ta attributt!s 

art．4 

O．2 

O．5 

O．3 

O．3 

O．5 

O．3 

O．2 

O．5 

0．2 

O．2 

O．6 

O．7 

Yl=Xl u X4 u X7 u Xl0={ l， 4， 7， l0}， 

y2= u墨 u u Xll u Xl2={ 2， 5， 8， ll， l2}， 

y3=X3 u X6 u X9={ 3， 6， 9}． 

如果设不可测度为indis=2得到的聚类与 indis 

= 1的相同． 

如果设不可测度为 indis=3得到以下聚类： 

Yl=Xl u X4 u Xl0= { l， 4， 7， l0}， 

Y2=X2 u X5 u Xll= { 2， 5， 8， l1， l2}， 

y1=X3 u X6={ 3， 6， 9}， 

y4=X7={ 4， 7}，y5=X8= { 5， 8}， 

y6=Xl2= { ll， l2}，l，7=X9={ 3， 9}． 

根据定义4，得到最终的聚类结果为 

Zl= { l， 4， 7， l0}， 

Z2 = { 2， 5， 8， ll， l2}， 

Z3= { 3， 6， 9}． 

根据定义 4，5，6得到聚类的粗糙度为 

P(A。)=4／6=2／3， P(A2)=5／7， 

P(A )=5／7， P(A )=5／3， 

P(A)=0．06． 

此处： 

Al = { 4， 7}，A2 = { 5， 8}，A3 ： { l1， l2}，A4 = 

{ ， 。}是边界点集合．看到最终的聚类结果仍然 

与 indis=1时的结果相同． 

1．4 聚类的评价函数 

在本文中，可以看到最初聚类的数目最少，边界 

点的粗糙度最小，但是聚类往往不准确，随着 indis 

增大，数目越多，但粗糙度越大，为此根据聚类的数 

目同时考虑边界点的粗糙度．提出了一个更简单的 

聚类质量的评价函数： 

定义7：设 R是在 indis=1时的相似关系．R 是在 in． 

dis=t(t>1)时的相似关系将 聚为 R ={l，。，y2， 

⋯ ym}则定义聚类质量为 

图3 初始数据 
Fig．3 Initial data 

1  9 8  7 6  5 4  3 2 1  O 

O  O  O  O  O  O  O  O  O  

3—1 2 5 2 3 6 2 4 5 3 2 2 m—n n n n n n n n n 

2—1 4 2 2 4 2 1 4 l 1 5 6 m—n n n n n n m 

2 3 6 3 4 7 3  5 6  4 3  3  

O O O O O  0  O O  O  

幻 躬 舢 ” 耶 {乏 如 
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所以认为句 E Y1 间现吁以得到均 E Y3 

所以最终得到分樊为

Zl = I X 1 ,XZ ,X5 ,X7 ,X9 ,X' lO ! , 
Zz I X 3 ,X4 ,X6 ,X S ,X 11 ! , 
Z3 = 1x 1Z !' 
由定义 5 和定义 6 可以得到粗糙度为

P(A 1 ) = 6/(6 + 3) =.2/3 , 

P(AZ) = 5/(5 + 3) = 5/8 , 

凹的 =l÷(M+ 川) = 0.354 

1. 3 实例分析

[例 3] 如表 l 所列，由于马氏距离对一切非奇异性

变换都是不变的，这说明它不受特征嚣的纲的选取

的影响，并且最平移不变的.所以在这里使用 s (x川

)dM(z z ) 
=~ 川 J 如果除了数值属性外还有其它
maxdM ( 凡 ， X" ) 

非数值属性，可以定义其它的相似度.

表 2 中的数据是 Zι ， Xj -<之间的相似关系 s ( 叭，

X). 对于阔值得的选取有很多方法[6J 在这里仅简

单的使用极小点阔债法.首先将数据进行增序排列.

然后求出所有的极小点，并以第一个极小值点作为

需要的陶值.对于例 3 ，经计算

S(X 1 冯)二 0.1ω9 ， s( 句 ， X) 二 0.0549 ， s( 纠 ，X) 二 0.0549 ，

s(归 ，X) = 0.0648 ， s( 鸟 ，X) = 0.0648 ， s( 句 ， X) = 0.0811 , 

S(屿 ，X) 工 0.04们 ， S ( 勺 ，X) = 0.0549 ， s( 剖 ， Xj ) = 0, 0487 , 

S(X lO ， Xj) 口队刷8 ， S(Sll 冯)口 0.0648 ， S(X 12 ，与)口 O. 例87 ，

X 1 口 I X1 'X4 'X7 'X IO ! ， Xz 口 I Xz 冉冉11l ，X3 口|句 ， X6 ，均! , 

几口问，屿 ，X IO ! ,X 5 = 屿，巧 ，Xs ,X 11 I ,X 6 = 问 ，X6 ，均! , 

X7 = 1x4 ，均! ,Xs = Ix5 ，句! ，几= I 句 'X9 f , 

X10 = Ix4 ，屿，X 10 ! ,X11 = Ixz ，鸟 ， X Il ,X 12 ! ,X12 = I XIl ,X 12 !. 
如果设不可测度 indis = 1 即按定义 2 并由定理

l 进行聚类则可以得到聚类为

表 1 戴据的属性筒
Table 1 Data attributes 

U alt. 1 αtt.2 att.3 αtt.4 

%1 0.2 0, 1 0.1 0.2 

%2 0.3 0.4 0.2 0.5 

%3 0.6 0, 2 0.5 0.3 

%4 0.3 0.2 0.2 0.3 

%s 0.4 0 , 4 0.3 0.5 

%6 0 , 7 0.2 0, 6 0.3 

%1 0.3 O. 1 0.2 0 , 2 

%8 0.5 0.4 0.4 0.5 

%9 0.6 0.1 0.5 0.2 

%10 0, 4 O. 1 0.3 0.2 

%l\ 0.3 0.5 0.2 0.6 

%12 0.3 0.6 0, 2 O. 7 

Y1 = X1 U X4 U X7 U X!O口|叭，归，屿 ， X lO ! , 

Y2 = X2 U X5 U Xs U Xu U X 1Z I X 2 ，衔，勺 ，X Il ， Xl川，

Y3 口 X3 U X6 U X9 = I 叫 ， X6 ,X9!' 

如果设不可测度为 indis =2 得到的聚类与 indis

=1 的相同.

如果设不可测度为 indis = 3 得到以下聚类:

Y1 = X1 U X4 U X IO I X 1 'X4 ， 屿 ， X IO ! , 

Y2 = X2 U X5 U X11 = I X2 ，饵 ， Xs ,X 11 'X 12 ! , 
Y3 = X3 U X6 = I 町，勺，均! , 

Y4 X7 口|句 ， X7 ! 'Y5 口 Xs = I X 5 ,xs ! , 

凡 = XI2 坦问 11 ,X 1Z ! , Y7 立 X9 屿，均 ! . 

根据定义 4 ，得到最终的藏提铺果为

ZI I X 1 'X4 'X7 ,X lO ! , 
Z2 = I X 2 'X5 ,X s 'X I! 'X 12 ! , 
Z3 = I X3 'X6 'X9 ! . 

根据定义 4 ， 5 ， 6 得到聚类的粗糙度为

P(A 1 ) = 4/6 = 2/3 , P(A2 ) = 5/7 , 

P( A3 ) = 5/7 , P( A4 ) = 5/3 , 

P(A) = 0.06. 

此处:

Al = Ix4 ,X 7 ! ,Az = Ix5 ,xS ! ,A3 = IX 1I ,XI2 ! ,A4 

I X3 ， X川是边界点撮合.看到最佟的聚类结果仍然

可 indis = 1 时的结果相同.
1. 4 粟类的评价高撤

在本文中，可以看到最初聚类的数日最少，边界

点的粗糙度最小，但是聚类往往不准确，随着 indis

增大，数臼越多，但粗糙度越大，为此根据聚类的数

自问时考虑边界点的粗糙皮.提出了一个更简单的

聚樊质壁的评价函数:

定义 7:设 R 是在 indis = 1 时的相似关系.R'是在Ir卜

dis t( t > 1 )时的相似关系将 u 藏为 R' I Y1 ， 飞，

...Ym ! 则定义聚类质最为

0.9 

0.8 ，畅， • 

0.7 
."1' t ‘圃，

嚣唱胃 'ζ .' 
.' 

0 ,6 
*马耳

0.5 旷，'.吨: 'l}电L.... • 
0.4 ...... ..而

0.3 , '‘' 
'‘ 、电

0.2 " 

0.1 

。OL O1020304050.60708091 

因 3 初始数据
Fig , 3 Initial data 
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图4 indls=I的聚类结果 
Fig 4 Clusters-when imlis=l 

图 5 

Fig 5 

固 6 

Fig．6 
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围7 indis=5时的聚类结果 
Fig 7 Clusters when jndis=5 

图8 头部 CT切片 
Fig 8 A CT slice of 

口(R )=m(I一尸(A))． (7) 

其中：m是在关系 ‘下聚类所得的类的数目，A是在 

R 下聚类中的边界点集合，P(A)是在 indis=t(t> 

1)的边界点集合的粗糙度 

根据定义7可得到例3在 indis=3下的聚类质量为 

Q( 1=2 88． 

同理例2在 indis=3下的聚类质量为 

p(R )=J．938． 

2 仿真结果 

首先将方法应用到包含120个两维数据点的对 

象中 图3～图 7给出了这 l2O个点的聚类过程的 

仿真结果．根据仿真结果可以看到数据点随不可分 

辨测度indis变化而变化的聚类过程．图3是原始数 

据集合．图4是在indis=l即根据定义2得到的聚 

类结果．在图4中可以看到由于类间噪声点的干扰， 

将去本来应该分开的类别误聚为一类．而没有受噪 

声点干扰的对象则不受影响． 

图5是 indis：2时的聚类结果 可以看到在 

dis=2时数据点被聚为五类，其中有三类属于边界 

点界台．根据定义4的最大隶属原则，可以确定边界 

点的所属类．进而可以得到indis=2时最终的聚类 

结果(图6)．但是当indis=5(图7)时可以看到聚类 

结果已经开始恶化．这说明不可能通过 indis的提高 

来无限制的改善聚类的结果．以上过程可以知道最 

初聚类的数目最少，边界点的粗糙度最小，但是聚类 

往往不准确．随着indis增大，数目越多，但粗糙度越 

大，因此在聚类时必须根据实际的情况来选择台适 

的indis．indis给人们提供了一个衡量聚类质量的 

参考尺度． 

3 实验结果 

下面以头部的一个CT切片(图8)为倒说明本 

 ̈ =宝¨  ̈ ¨0 
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fig.7 Clusler鸣 when indis :: 5 
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l到 8 头部 CT 切片
Fig.8 A CT .s lice of he咽l
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class 4 • 
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。 ( R' ) = m( 1 - P(Al) , (7) 

其中 :m 是在关系 R'下聚类所得的炎的数剧 ，，1 是在

f('下聚类中的边界点综合 . l' (川是在 ind阳到 ( 1 > 

1 )的边界点~仆的粗糙度.

根据定义 7 可得到例 3 在 i ndi. =3 F的聚类质最为

Q( R') =2. 88 

同理例 2 在 i ndis =3 下的~类质ltl:为

。 ( R ') = 1. 938 

2 仿真结果

前先将方法应用到j包含 120 个I'Æ维数据点的对

象中图 3 -1到 7 给出了这 120 个点的聚类过程的

仿真结果根据-仿真结果可以看到数据点随不可分

辨测度 i ndis 变化而变化的聚类过程. 图 3 是原始数

据集合图 4 是在 indis = I UIl根据定义 2 得到的聚

类结果在图 4 中可以看到由于类问噪声点的干扰.

~夺去本来应该分开的类别误聚为一类.而没有受噪

卢点干扰的对象则不受影响.

因 5 是 incli s = 2 时的聚类结果可以看到在 111-

dis = 2"才数据点被聚为五类，其巾行三类属于边界

也界合根据定义 4 的放大隶属原则，可以确定边界

点的所属类. 进而可以得到 indis::;: 2 时强终的聚类

结果(图的但是当 i ndis =5( 图 7) 时可以沂到统类

结果已经开始恶化 这说明不可能边过 indis 的提高

来无限制的改善聚类的结果以 t过程可以知道最

初聚类的数目段少.边界点的粗糙度最11\但是缓类

往往不准确，随着 indis 增大 .数目越多.但粗糙度越

大，因此在聚类时必须根据实际的情况来选择合适

Ú~ indis . indis 给人们提供了一个衡毡聚类质量的

参考尺度，

3 实验结果

下面以头部的一个 CT 切片(囱 8) 为例说明本

class I X 
d国s 2 .. 
0 1陋. 3 。

c1ass I )( 
elass 2 \' 
class J 0 

class 4. 
class S • 
class 6 • 
class 7 φ 
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india=3 
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图9 不同indis对应的分割结果 

Fig．9 Clustering results with different indis 

方法的应用过程．其中，A为背景，B为骨质，C为脑 

组织，D为脊髓液． 

图9表示了在不同的 indis下的聚类结果．实际 

的聚类数目为3～lO，但是仅表示出有代表性的几 

个样本．用黑色表示分割出来的部分．当 indis=3 

时可以看到，聚类质量是非常差的，甚至背景也无法 

从图像中分割出来，仅仅是骨组织可以分割出来，而 

脑组织仅可以得到一小部分．当 indis=5，分割结果 

得到改善，因为背景除了受到一小部分干扰外，大部 

分可以分割出来，此时脑组织可以分割出来的部分 

逐渐增多，但是脊髓液依然无法看到．继续增加 in． 

dis的值，当 indis=10与 indis=1 1时，可 以清楚的 

看到骨组织，脑组织以及脊髓液已经可以完全的分 

割开来．进一步增加 indis，当 indis=12，13，15时，可 

以看到脊髓液部分逐渐减小，到 indis=20，25时脑 

组织已经完全无法与脊髓液相互区分开来．并且当 

indis>25时，骨组织已经与脑组织融合，无法区分． 

当indis=30时，背景已完全无法从图像中分割出 

来，此时继续分割已丧失了任何意义． 

4 结语 

本文提出了基于相似关系的粗集聚类方法．文 

章将粗集理论应用到相似关系中来解决聚类的问 

题，与传统方法相比，该方法在处理相似关系中的不 

精确，不确定问题上更具优势．方法提出了边界点的 

最大隶属原则并进而提出了边界点粗糙度的概念． 

根据边界点的最大隶属原则划归边界点的归属从而 

减少了噪声的干扰．并在此基础上给出了聚类质量 

的评价函数．仿真结果表明了聚类结果随不可分辨 

测度 indis的变化过程，并分析了如何利用边界点的 

划分来防止噪声的干扰．最后将本方法应用到医学 

图像的分割中，得到了很好的结果． 

在本文中 indis的选取是一个重要的内容，indis 

选取的好坏将直接影响到聚类的结果，在本文中讨 

论了聚类结果随 indis变化的过程．在实际应用中 

indis需要根据实际情况进行选取． 
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因 9 不同 ind阳对册的分割铺果
Fig. 9 Cluslering results wilh differenl indis 

方尬的服用过和.其中，A 为背景，日为骨质， C 为脑

组织， D 为脊髓液.

回 9 表示了在不同的 indis 下的聚类结果.实际

的聚类数目为 3 - 10 ，但是仅表示出有代表性的几

个样本.用黑色表示分割出来的部分.当 indis = 3 

时可以看到，聚类质量是非常差的，甚至背景也无法

从图像中分割出来，仪仅是骨组织可以分割出来，而

脑组织仅可以得到…小部分.当 indis = 5. 分割结果

得到改善，因为背景除了受到一小部分干扰外，大部

分可以分割出来，此时脑组织可以分制出来的部分

混渐增多，但是脊髓液依然无法看到.到最续增加 m嗣

dis 的债，当 indis = 10 与 indis = 11 时，可以清楚的

看到骨组织，脑组织以及脊髓掖已经可以完全的分

割开来.进-步增加 indis ，当 indis = 12 ， 13 ， 15 时，可

以看到脊髓液部分逐渐减小，到 indis = 20 , 25 时脑

组织已经完全无法与脊髓液相互区分开来.并且当

indis >25 时，骨组织巳经与脑组织融合，无法区分.

当 indis = 30 时，背景巳完全无法从图像中分割出

来，此时继续分割巳丧失了任何意义.

4 结诺

本文提出了基于相似关系的粗集聚类方法.文

章将粗集理论应用到相似关系中来解决聚类的问

题，与传统方法相比，该方法在处理相似关系中的不

精确，不确定问题上更具优势.方法提出了边界点的

殷大隶属原则并进削提出了边界点粗糙度的概念.

根据边界点的最大束屈服则划归边界点的归属从而

减少了噪声的干扰.并在此基础上给出了聚樊质攘

的评价雨数.仿真结果表明了聚类结果随不可分辨

测度 indis 的变化过程，并分析了如何利用边界点的

划分来防止噪声的干扰.最后将本方法应用到医学

图像的分割中，得到了很好的结果.

在本文中 indis 的选取是一个重要的内容， indis 

选取的好坏将直接影响到廉类的结果，在本文中讨

论了骤樊结果翩 indis 变化的过程啕在实际应用中

indis 需要根据实际情况进衍选取.
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