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自适应提升小波变换与图象去噪 

王志武 丁国清 颜国正 林良明 
(上海交通大学精密仪器及微智能研究所，上海 ，200030) 

摘要 引入了基于提升法的 自适应 离散小波变换 ，根据 LMS自适应法确定伯恩斯坦预测算子的权重系数 ，使其 自 

适应匹配特定的数据序列，而且应用该方法结合软域值可实现信号去噪，最后扩展该方法应用于二维图象的去噪， 

数值 实验表 明自适应提升小波变换有效地实现 了图象的去噪而且保持 了图像的边缘和纹理特性，提升法的优点在 

于其设计上的灵活性和计算简便． 

关键词 小波变换 ，提 升法，图象去噪，自适应，图像处理． 
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Abstract Adaptive discrete wavelet transfoIqTI based on the lifting scheme was introduced．The weighed coefficient of 

Bernstein filter predictor was determined to match adaptively with a desired signal by LMS criteria．The algorithm can be 

applied to sign al denoise by the soft threshold of wavelet．Finally this method was extended to denosing of two dimension 

images．The numerical experiment shows that the method is a powerful method for denoising image．It can keep the charac— 

ter of edge and texture of the image．The advantages of lifting scheme Lie in its flexible design and simple comput． 
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引言 

小波变换在许多领域如信号和图像处理中得到 

了广泛的应用 ，Sweldens[1，2]提 出了基于提升法 

小波变换，也称为第二代小波变换．提升法是一种 

柔性的小波构造方法 ，它可使用线性 、非线性或空 

间变化的预测和更新算子，而且可确保变换的可逆 

性．提升法小波变换同传统小点波变换相比，计算 

速度更快 ，计算方法更简单 ，而且适合于 自适应 、 

非线性 、非奇异采样和整数到整数的变换．基于提升 

法自适应小波变换 [3～5]是提升小波变换重要研 

究内容之一，它适合于处理不规则数据采样，通过 

预测算子或更新算子的设计最优 匹配特定的信号． 

特别是 ，实际中信号常常是非平稳的时变信号 ，因 

为单个滤波器不可能很好的预测信号次数 比滤波器 
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次数高的信号；而且对于突变信号难 以提前预测 ， 

经常是面对的是采样点数不足，在此情况下不可能 

完全实现多项式重构，因此可以用 自适应方法来俘 

获短时变化的信号．信号去噪是信号处理的重要内 

容 ，小波去噪是 由 Donoho和 Jonstone[6]所提 出 

的，已经证明了它是十分有效的信号去噪法． 

文章探讨了基于提升法的小波变换 ，根据 LMS 

自适应法设计伯恩斯坦滤波器预测算子，最后推广 

该方法于二维信号处理 ，应用于图像去噪，而且讨 

论了该算法的去噪性能． 

1 快速提升法小波变换 

快速提升法小波变换是 由 Sweldens所建立 的 

空间域构造双正交小波方法，快速提升法如图 1所 

示．提升小波分解(正变换 )由两步构成． 
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图 1 快速提升法小波变换 

Fig．1 Lifting scheme wavelet transform 

第一步 ： 

+ (n)= ∑五( 一2n)9( )， (1) 
k 

+ (n)= ∑盲( 一2n)9( )， (2) 
k 

第二步 ： 

+ (n)= + (n)一∑p(n—k)9一+ ( )，(3) 

cj+。(n)= + (n)一∑u(n一 ) + ( )，(4) 
k 

提升小波分解由两步构成，第一步计算未提升 

小波系数，对应于双正交小波的分解，第二步计算提 

升系数，重复以上两个过程构成一个完整的离散小 

波变换． 

如图 1所示快速提升法求逆 (逆变换 )也是 由 

两步构成． 

第一步： 

c

—

j+ (n)=cj+ (n)一∑u(n—k)dj+。( )，(5) 

+ (n)= + (n)+∑p(n—k)9+ ( )，(6) 

第二 步 ： 

( )= ∑ ( 一2n)9+ (n)+ 

∑g( 一2n) + (n)， (7) 

以上各式中，h、h、g和 g对 应于双正交小波变换的 

双正交滤波器组，c，(／1)和 d，(／1)分别是尺度系数和 

小波系数，P和 u分别是预测和更新滤波器，它们甚 

至可以是非线性或空间变化函数．u主要是建立小 

波的消失矩数，如果在分解阶段 已建立了小波的消 

失矩 ，更新阶段可以被取消 ，因此讨论 自适应预测滤 

波器 P的设计． 

2 自适应提升法 

3．1 基于伯恩斯坦滤波器预测算子设计 

式(3)可化为 
、 l 

dj+ (／1)= + (／1)一∑ + (n—M 一 )p( )， 
= 0 

(8) 

其中 ／、『是滤波器的长度 ， 是常数．当 N=1，M = 

0；／、『≥2，0≤ d≤ ／、『一2． 

以下根据伯恩斯坦(Bemstein)滤波器来确定 P 

(／1)．／1次伯恩斯坦多项式定义为 

(9) 

其中i：0，1，⋯， ，0≤f≤1，二项式的系数f?1： 

· 伯恩斯坦多项式有下面的特性 ：bo(0) 

= 1，b：(1)=1和∑ =0b?(t)=1．有 ／1+1个等间隔 

的采样值 ，0≤i≤／1，在区间[0，1]中，基于伯恩斯 

坦多项式的 ／1次近似 B (t)定义为 

(f)=∑uibi (f)，0≤t≤1， (10) 

设计滤波器其加权系数 =OL ，0≤i≤N一1，如果 t 

=sin (w／2)，函数 B 一1(t)可以转换为 P( )，在 

域中P( )可以转换变换 P( )，得 

)： (一1)logi(Ⅳ 1． 
( + ) ( —— ) ，

I

1 1 Z (1 1) 

方程(7)展开后化为 

=  { ))) 

[毫㈠ ( -㈦1- ) 
= ∑ )， (12) 

其中滤波器B 、( )是伯恩斯坦滤波器，由式(8)知， 

通过参数 Og 调节可以控制 P( )频率响应，由此设 

计 自适应提升小波变换． 

如果 P(／1)=6(／1)，P=(P[0]，P[1]，⋯，P[／、『 

一 1]) ，则式(8)可以写为 

P =F—Og
， (13) 

其中 ． ～◆ 

F = 

(Do
．  

一  

1．1~一 

i 
● 

(D N
～ 1 ’ 

∞ ∞ 

0  

0  0  

∞ ∞ 

1  ． 
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rn 1 'l1::~tjtrr~/J\i1t3£,,* 
Fig. 1 Lifting scheme wavelet transfonn 

m-tv: 
S+I(n) =!iLh(k-2n)c,(k), ( 1 ) 

k 

- r" '" -dJ+I(n) = ..;2£",.g(k -2n)c/k), (2) 
k 

m=tv: 
dJ+I(n) = ~+I(n) - LP(n -k)S+I(k),(3) 

c,+I(n) = S+I(n) - Lu(n - k)dJ+1(k) , (4) 
k 

11f::7+ IJ\¥1t5t1m EI3 MtvfZJffl(;, m-tvitJJ:*t&7+ 
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M tv fZJ ffl(; . 
m-tv: 

S+I(n) = cJ+I(n) - Lu(n -k)d,+I(k), (5) 
k 

m=tv: 
cj(k) =!iL h(k - 2n)cj+1 (n) + 

!iL g(k - 2n)~+1 (n), (7) 
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21 ff 
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A9=t N ~tID¥1t~B"J*J:l ,Md ~1itfx:. ~ N = 1 ,Md = 
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矢量 ＆=(O／【l'O／ 一，O／、一1) 是 由设计参数 O／ ，i 

= 0～N一1构成． 

3．2自适应提升法 

本节讨论 LMS自适应法确定伯恩斯坦滤波器 

的设计参数 ．，根据最小均方误差原则 ，在所有分 

辨率层使其预测误差最小．定义预测误差信号 
一  

、．一 1 

(n)= (n)_ (n—M —k)p(k) 

=  
，(n)一 

= _，(n)一 F 

=  (n)一X，r-， (15) 

其中 X，r=[c，(n—M )，⋯， (n一 +N一)] ， 

= F．式(15)两边取均方误差的数学期望得 

E{ (n)}=E{ ( )}一2E{ (凡)X，r(n)& 

+& E{ (k) (n)}&， (16) 

其中相关函数行向量 jT =E{d，(n) (n)}，自相 

关函数矩阵 j =E{ ，(n) (n)}，则均方误差方 

程式(16)化为 

E{ 2
， (n)}=E{d (n)}一2 jT -+& ii&， 

(17) 

式(17)表明，均方误差是权 系数 向量 ＆的二次函 

数 ，调节权系数 &使均方误 差为最小 ，可以用梯度 

法求该最小值．将式 (17)对权系数 O／求导数，得到 

均方误差函数的梯度 

V n = V E{ ，2(n)=一2 +2 jO／， (18) 

令(V n)=0，即可求出最佳权系数向量 

= R il Rji
， (19) 

将 O一／opi代入式(17)得最小均方误差 

E{ (n)}⋯ =E{d (n)}一 T - ， (20) 

求最佳的权系数向量的精确解需要知道 j；和 

的先验统计知识 ，该文根据 Widrow和 Hoff提出得在 

先验知识未知时求 &。。 的近似值方法 ，习惯称之为 

Widrow—HoffLMS算法．另外 ，应根据信号特点在不 

同尺度或同一尺度不同区域 由自适应法选择最优参 

数 ，确定最优的预测算子． 

3 图像去噪和数值实验 

离散信号的小波去噪可分为三步：小波分解，小 

波系数缩减 ，缩减小波系数 的合成．含噪 c，的估计 

为 ，，它满足二次代价函数最小 ，即满足最小的均方 

估计 R(cA
，，
c，)=E(cA ，) 。Donoho和 Johnstone提 

出两种小波域值法即硬域值和软域值法解决此问 

题，软域值法的方程如下 

d (n)=sign(d(n))(I d(n)一 I)+ 

r 0， I I≤ 
= {d(n)一 > (21) 【

d(凡)+丁 < 丁． 

=  √2f0 ， (22) 

d(I d I)， (23) 

其中 指的是计算域值， 是噪声的标准偏差估计， 

N表示细节信号的采样数和 Med(·)指的是 中值 

函数．应用 自适应法去噪 ，在每一层 cJ一．(n)信号分 

解为新的近似 尺度系数 c (n)和细节 系数 d 

(n)，根据式(21)削减小波系数 ，实现信号去噪． 

可直接扩展以上算法到二维情况 ，应用于图像 

的去噪．所有的i贝0试图像附加有高斯白噪声 ，分解为 

LL，LH，HL和 HH子图像(L一低通，H一高能)用基 

于提升法 的滤波器组 ，取预狈0滤波器 的偶 次长度 

(M =N／2—1)，在一定 的分解层上 ，根据细节 的 

HH子图像归一化的能量是最小，选择最好的分解 ， 

用软域值法对所有的 HH细节中实现图像 的去噪． 

用峰值信噪比说明去噪方法的去噪性能 ，峰值信噪 

比定义为 

， nlax(x ) ＼ 【 J 
其中 是原图像 的第 i像素， A 是去噪图像 的第 J 

个像素，N是总的像素的个数． 

为了验证本文的算法，对大小为512×512像素， 

8bit含噪量化 Lena图像进行了去噪实验，含噪图像 

的 PSNR为20riB，如图 2所示，经 自适应提示法小波 

100 200 300 400 500 

图 2 含噪 Lena图像 

Fig．2 Lena image before denoise 

O  O  O  O  O  m ∞ ∞ ∞ 的 
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图 3 含噪后 Lena图像 

Fig．3 Lena image after denoise 

变换去噪后图像的 PSNR为29．7dB，如图3所示． 

5 结论 

文章讨论了基于提升法 自适应离散小波变换 ， 

首先确定伯恩斯坦预测算子的次数，然后根据 LMS 

自实应确定预测算子的权系数 ，提升方法的优点在 

于其设计上的灵活性和计算简单 ，易于实现 自适应 

和非线性变换．这种新的自适应离散小波变换很容 

易扩展到高维信号处理 ，in--维图像处理．数值实验 

显示 ，应用这种方法于图像的去噪，提升 自适应法不 

仅提高了图像的 PSNR的性能，而且保持了图像的 

边缘和纹理特性，该方法也可应用于信号处理的其 

它方面，如数据压缩 、信号检测和分类等． 
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