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在小波域中进行图像噪声方差估计的 EM 方法 

林哲民 康学雷 张立明 
(复且大学电子工程系工控实验室．上海．200433) 

摘要 提出一种估计图像噪声的方击 谊方法 琨合高斯棍率密度模型拟台目馕的小渣系数中最高额率子带的直 

方图，用EM 算法估计模型的参数．选取其中最小的标准方差作为图像噪声标准方差．用谈方法能准确地估计圉像 

高斯噪声的标准方差．尤其当图像的囔声比较弱时．该方法比传统方法曼准确． 

关键词 小披变换，混台高斯模型．期望最大似然函数算法(EM 算法)． 
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Abstract A new method was proposed to estimate noisy image s quality This approach uses Gaussian mixture 

model to simulate the histogram of the highest subband’s coefficients in the wavelet domain．The parameters of this 

model can be calculated hy EM algorithm The smallest deviation of the Gaussian mixture model is selected as the 

noise deviation．The authors’proposed method can provide better result than the other traditional ones． 
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引言 

一

幅图像的质量常用峰值信噪比(PSNR)来表 

示 ，即 

PSNR一 kg可 丽 ， 

其中0表示无噪声图像，Ⅳ表示受噪声污染的图像．当 

噪声是与图像无关的零均值白噪声时，PSNR可写成 

PSNR一 10l。ng ， 

其中 是噪声的标准方差．但是 常常是未知的， 

这时对图像 PSNR的估计称为盲估计，它等价于对 

噪声标准方差的估计．常用图像噪声标准方差的估 

计方法有：将噪声污染的图像减去滤波去噪后的图 

像，由该信号来估计噪声，这要求所使用的滤波器不 

仅要能够有效地去除噪声而且要尽可能保留图像的 

细节；将噪声污染的图像分成几个部分，对每部分估 

计噪声标准方差，然后用某种方法选择其中一个比 
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较正确的值来估计实际噪声标准方差 ；利用图像 

的某些统计特性来估计噪声标准方差 ．采用小渡 

变换的特点来估计图像噪声的标准方差是一种相对 

较好的方法，因为小波变换后，图像的能量主要集中 

在尺度大的子带，而尺度小的高频子带系数的幅度 

较小能量较低．因此，当噪声较大时，可将最高频率 

子带的系数看成全部是噪声，由此来估计噪声的标 

准方差．Donoho和Johnstone提出 在小波域中噪 

声标准方差的估计公式 =MAD／0．6745，由此 来 

估计噪声标准方差，其中MAD是 HH子带小波系 

数幅度的中值．这些方法都能够有效地估计出噪声 

的标准方差，但是当图像噪声较小时，以上提到的方 

法都不能正确地估计出噪声的标准方差 。”-． 

本文提出一种新的图像噪声标准方差估计方 

法，该方法源于数码相机研制开发．在工作中，有时 

要通过拍摄的图像评估相机的质量，其中有一项重 

要的指标是图像噪声的方差．在大多数实际情况下 

图像的质量是较高的，即噪声标准方差较小，用传统 
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的方法不能对它进行有效地估计．本文建议的方法 

是用混台高斯模型来逼近小波系数的直方图，利用 

EM 算法估计出模型 的参数，通过考察噪声对模型 

参数的影响．可以得 j噪声标准方差的简单估计．计 

算机模拟结果表明本文建议的方法能够比较正确地 

估计出图像中的噪声标准方差，从而得到比较好的 

图像质量评价的客观数据． 

1 图像各子带小波系数的统计模型和 EM 

算法 

1．1 图像各子带小波系数的统计模型 

对图像进行二维小波变换可以分别对行和列进 

行一维小波变换L2-x]经过一次小波变换后得到 4个 

子带系统 ：LI 、LH、HL和 HH，其中 L、H分别表示 

低通、高通滤波，I H表示在 x方向进行低通滤波在 

y方向进行高通滤波． 

小波系数的HH部分表现为 x、Y方向所经过 

高通滤波得到的二维高频小波系数 d ， ：1、2⋯ 

total=[ ／2]×I-N／~]．其中 、Ⅳ分别是图像的宽 

和长．很明显，噪声和图像的边缘细节包含在这些系 

数当中，对于大多数视觉图像各子带小波系数的统 

计特性可以用 GL(Generalized Laplasian)密度函数 

表示 ，由此可见图像的小波系数的均值趋近于零， 

而且各子带小波系数的直方图大致是以零为中心对 

称 ，并且当系数幅度变大时，相应的概率密度单调减 

小．利用这一性质．我们把它的概率密度函数用混台 

高斯模型近似．选用 个加权高斯函数近似子带中 

心小波系数的直方图，如式 (1)： 
M 1 

P ( ； )一 ∑ —=兰= F一 广。 ． (1) 

其中西( ，．． ．．d } 是加权系数并且 

∑ 一1． >0， 一1_．．M．为了方便起见，标准方差 

是按照从小到大排列的 ，即 d <d <．．．< 图 1 

给出噪声污染 的 Lena图像 HH子带的直方 图和混 

合 高斯 模 型 的拟合 图，混合 模 型 的参 数 一 

』0．7631，0．181 5，0．0553，8．1014，l1．5865，1 9． 

58521，M一3．模型中参数 的估计将在下一节讨 

论，先讨论最合适的取值． 

对式(1)分别选 一l、2、3、4、5项 ．用 EM 算法 

估计 ，对得到的概率密度与实际直方图进行比较， 

用拟台的概率密度函数与实际直方图之间的相关熵 

来表示两者之间的拟合程度，相关熵定义为 

△ 一 一  ̂1 ． (2) 

V 1日H C* d自t C 

图 l 加了标准方差为8高斯白噪声的 Lena图像 

HH子带直方图和混合高斯模型的拟合结果 

Fig．1 Histogram and Gauss Jan mixture simulation 

of the HH subband of noisy Lena image 

图 2 相关熵和 的关系 

Fig．2 The average relative entropy w 

component number M  

计算时将直方图分成 256个区间，h 是实际第 个 

区间中的概率，P ( ． )是拟台的概率密度函数在 

第 个区间的积分．相关熵越小意味着拟合程度越 

好，当两者完全拟台时相关熵为零． 

对所选用的 LO幅图像的最高频率 HH子带相 

关熵的均值同选用项数 的关系如 图 2所示 ，可以 

看到，仅仅选用 l项不能很好地拟台小波系数的直 

方图，选 3项可以很好地近似，选择 4项或 4项以上 

并无更好的改善．实际应用中选用 3项就足够了，这 

与文献E53和E63的结果一致． 

1．2 EM算法 一对混合高斯模型的参数估计 

假设图像子带的每一个小波系数是独立的、同 

分布的随机变量，其密度函数 尸 (d； )由式(1)给 

出，其联合概率密度函数为 
r M 1 1 

g(d1 d⋯． - )=nl — ，P 1．(3) 

维普资讯 http://www.cqvip.com 
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参数 可以用最大似然法(MI E)进行估计，即 

一arg maxln[g(d】，d2⋯ ．， ，l )]．(4) 

由于 ( ； )是几项之和．所以直接求 比较困 

难．我们假设式(1)中的系数是 由多个高斯信号源产 

生并且按一定的概率密度混合成的，如果知道每个 

系数的数值和它由哪个高斯源产生的．那么模型的 

参数就很容易估计．将这些完整的数据纪录记为 t 

( ， )，其中 是一个 维矢量 ，用以纪录 d 由 

哪个高斯源产生．假设每个完整的数据纪录是相互 

独立的随机变量，这样它们的似然 函数可以由 

L 一ln[g(t1，f2⋯ ．t “l )] 

一 in̈ lI l _尸，( ．， )]) (5) 

给出，其中％是z 的分量， ∈{0，l}． 

但是实际上得到的数据不是完整的，所以求出 

使 LI最大化参数 。很困难，为了克服这一难点，不 

求使 LI，最大的参数 ，而是求使L。期望值最大参 

数，这就是 EM算法的主要目的．对于混合概率密 

度问题中的参数估计，EM算法十分有效，它具有较 

可靠的全局收敛性质、较少的迭代次数、较少的存储 

量和易于编程实现等特点．EM 算法是一种迭代算 

法，它分成两个步骤(这里设 是当前值， 表示 

下一步估计值)： 

E步骤：计算 0( ． )一E[1n(g(f1t ．．，f 

l ))ld， ]； 

M 步骤 ：计算 中 =arg m2xQ(中， )． 

重复上面两个步骤直到 }l 一 |1<e(e是事先设 

定好的小的正数)．对于后文中式(8)的混合高斯模 

型，EM 算法按以下步骤：(1)先给出任意初值 

= {w(O)1 m(0)2．．． (0) (O) (O)．．．o"M(0)}，e 

>O；(2)按照公式(6)和(7) 计算 ： 

：  ) ～ 
一  ， ㈩  

其中P (d； )一—兰_e 吖 ；(3)如果 一 ll 
v，2 o 

<e，迭代结束．否则 一 +，重复步骤(2)． 

2 噪声估计 

图像噪声的来源很多+噪声形式也有很多 ．为 

简便起见，假设图像受到均值为零的高斯白噪声污 

染．高斯 白噪声经过正 交小波分解后 它的小波系数 

仍然是高斯分布．且标准方差不变，因此受噪声荇染 

图像的小渡系数可写成 y=d+一，其中： 满足混合 

高斯分布 ( ； )．H满足高斯分布 Ⅳ(0， )， 是 

噪声标准方差．因此 Y的概率密度函数应当满足 
r 

P (Y)一 lP ( ；cp)p (y—d)dd 
r 1 

一 l∑嘶—兰= P r ： 
一 √21r 

一 f兰嘶f -_ ： 一e-ly-d)2,'za~dd． 
3 、 3 21ro 0 2xo 
● 

因为 I士 e一 《士 e*dlz／2~dd 
v，2Tea． v，21ra 

： —=  — e-y , +《 ． 

2 + 口!) 
1 

所以 P ( )一 ∑嘶— 三一 P ‘ ， (8) 
一  √2 ( 

其中 一 一 + ． 

由此可见，受噪声污染的小波系数的混合模型 

中的参数只是将式(1)中的 变成 一 + 即 

可．当 ≥ 时， 很接近 ，因此可将整个 HH 子 

带都认为是噪声}而当 。。 时+根据模型分析，最 

小的 最能够精确估计噪声的 ．因此，我们利用 

图像小波变换的HH子带．用模型(1)近似表示该子 

带的直方图，通过式(6)和(7)估计模型中的参数，采 

用最小 的 来估计噪声的标准方差是合理 的． 

3 试验结果 

文章选用了 10幅 256×256、8比特图像，人为 

地加人标准方差不同的高斯白噪声，对本文建议的 

方法和其他小波域中噪声估计的方法进行 比较，如 

表 1所示．表中方法二是 Donoho和 Johnstone提 

出【。：的方法，方法三是直接用 HH子带的标准方差 

估计噪声标准方差，表中 是实际噪声标准方差， 

3 是估计的噪声标准方差，std( )是 l0幅图像噪 

声标准方差估计值的标准方差．由表 1可以看到，当 

实际加人噪声标准方差逐渐增大，估计的准确度越 

高，本文建议的方法优于其它两种方法．事实上．方 

法二和三只是用单个高斯密度函数近似小波系数的 

分布函数，并假设 图象的HH子带均为噪声，这种假 

设在图像比较光滑并且噪声强度较大的情况下是能 

够满足的，但在噪声较弱时，图像的边缘在其细节部 

分占了很大的比重，因此方法二和三不能准确估计 

噪声的标准方差．本方法不仅对均值为零的高斯白 

噪声而且对均值 为零均匀分布的白噪声也能较准确 

地估计，如表 2所示． 
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<1J' = arg maxln["'(d,.d,., ..• d,~,I<1J)]. (4) 
• 

EliT PJ (d;<1J)*=JLJJil;t 111 . .'Ji~111:m* <1J' H:tlt~ 

~, f\! III 1IlI.iii!:A ( I) <f a<.! * tli:~ Eli $1-il'liWi I" ~ i)J\ F 
'E #- ii l'i< - JE I'fJ m.$ "* It m it $.1'fJ . ~n !JIB,):ill: 4lt 1-
*tli:a<.!tli:.l11~EIi~1-il'liWii)J\F'EI'fJ .• ~ •• 1'fJ 
.tli: •••• $~._~·~~1'fJtli:.2.~~4 
(d •• Z,).:It<f Z, ~-1- M~9<:lI.fIlI:J2. d, Eli 
~1-il'liWii)J\F'E.1IlI.iii!:4lt1-~~a<.!tli:.2.~ffiX 

.~I'fJ~m~:lI.~~~nl'fJaM~tli:~~EIi 

L, = In[g(t, .t, .. .. t".,~ 1<1J)] 
rnr..! M 

= Inl 11I1w;"[P,(d,.a,)] 1 (5) 
I-l}~l 

iiltIl.:It<f z,,*= Z, a<.!7t:ll.z"E 11l.lj. 

j§ *= ~ Iij; ..t 1"OJ I'fJ tli:. ;r: *= ~ ~ a<.! . JjIf Wjt til 
if: L., :Ill :ldt.tli: <1J' jli! ~ ~. ~ T ~mm - ~,¢,(.;r: 

* It L" :IIl:le a<.!.tli: <1J' • jjij *=* if: L, lII!:liHfi>ii:le. 
tli:. iU~ *= EM JI: It; i'tJ 1:. JH::j i'tJ. ,1 'T 11 it jIJ{.$ W 
It iii] l![ <f a<.! • tli: $ ~ • EM JI: It; -t 7t:fj" !& • ~ J"..:fj" tlt 
PI 31'fJ :i: f,lj !& ft!( 11 m! • tlt y a<.! .iHI: IX tli: • tlt j.' a<.! ff i4f 
it 111. T t.iB fie ~ lJll ~ t¥ ,\,:(. EM -'It; *= - f<P J!1-t. 
It . ~ 7t lilt j,\!j 1-"Hl ( ~ * iii!: if! ~ "l il1J iR • <1J+ ~ m 
r -~fiHta[l; 

E ~~; itJl: Q(<1J.if!)=E[ln(g(t,t, •..• • t,," 

1<1J)) Id.if!], 

M ~~; it. <I>+=arg maxQ(<I>.<I>'). 
• 

1t!Ll: l!ij j,\!j 1-~ ~ 11: ilj II <1J+ - if! II <. (. JUI-1'c ll!: 
!EM a<.! Ij, I'fJ iE tli:). x1'T Ja)c <f A (8) a<.! m it iI'Ii Wi~ 
l!'!.EM .1t;l'i<I:Jr~~; (I) 1GiiltIlff~mm. if! 

= ~W(O)l w( O)~ ... W(O)M c1] (0) 0'"2(0), •• O'"M( 0) i .~ 

>0; (2) l'/(,1!l\~A(6)1I1(71[C~tJl: <1J+, 

+, = i "d' w,P,(d"o;) \;'! "d' w,P,(d"o';) I, (6) 
", 1'( • PJ(d"W) I, \ ... Pd(d.;W) i' 

( 7 ) 

:It<f P,ld;a,l=_I-e- d"''';;(3) Jm* 11 <1J+-<1J, II 
.;'21!a, 

< •. J!ft~J!/>i'1'!Jl~ <1J,=<1J+. :l:j[~ ~ (2), 

2 III Pi {j!j it 

1¥11# II)it,!;· a<.! * i)J\:j1i $ • ~ fir lB A iE.:fj" jli! $1]. ~ 

••• ~.1IlI.iii!:1¥I1#~.~iR~.a<.!il'liWie~fIr~ 
m. iI'Ii Wi e ~fIr t?:rliEJUJ,lJt 7tfll!l Ja ~ a<.! II, UU tli: 

201 

1M!.> *= iI'Ii Wi 7t 1ii . ii ¥F 111':11 *' l' ~ . I:§ Jlt ~ ~ fir ~ J;ll; 
1¥11#1'fJ 'j,lJt* tli:PI~ $. y=d+n.:It<f ; d 1liiIE mit 
il'liWi7tlIi Po(d ,<1J).n l1li lEiI'Ii Wi 7t1ii N(O.a,) .a. *= 
~~~$n*,.I:§Jltyi'tJjIJ{*WOC~tli:~"l1lll1E 

P,(y) = Ip,(d,<1J)P.IY - d)dd 

= I~w _I_e-I.'~dll/~d~dd 
,::", ' ./2ii:a, 

= f'~lWlf ~(],t!-d:/~d~ ~(]"t'-(,.w-.i)~!C~; dd. 

I . 1 ~~1211! 1 _'~_J)l,~,; dd --e '--e· . n 

./2ii:a, ./2ii:a. 

(8) 

:It<f d:=a~+~. 
Eli Jlt ~ ~. ~ ~fIr~ J;ll; a<.! Ij,lJt * tli: I'fJ m it ~l!'! 

<f a<.!~tli: R*=_A (I) <f a<.! a, ~ $. a'~ =a;+~ ~p 
~. "l a.~a, at.a, fUIU,li a •• I:§Jlt~_~1- HH 'f 
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1¥11# 'J,lJt~J!f! I'fJ HH 'f'IJ. fIlml!'! (I ):i.!iitF<1<mit'f 
'lJa<.! 1I:n I¥I. Jj rlA (6) fIl (7) $Ttml!'! <f 1'fJ~tli:.:iF: 
fIl :IIl/j' a<.! a', * $Tt~fIr a<.!¥Flln*,*=it Jl a<.!. 

3 it lli i1!i * 
)c.J2!;fIlT 10 llil 256X256.8 It1lJ1¥I1#.A~ 

..A~lln*,;r:~a<.!il'liWie~fIr.M*)C.«a<.! 
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36．1 

24．o 

4 75 

l5．8 

34．6 

24．1j 

5．55 

16．92 

33．2 

23．5 

8．2o 

l7．5 

29．8 

23．3 

利用噪声估计盲估来估计图像的质量，结果如 

表 3所示．对加了标准方差为 4和标准方差为 1 6的 

高斯白噪声的Lena图像，用 3种不同方法估计噪声 

的标准方差和图像的 PSNR，本文建议的方法能够 

得到较好的图像质量盲估计． 

4 结论 

本文建议的方法能够对图像噪声的标准方差进 

行较为准确的估计，与常用的方法比较，它并不需要 

全部了解图像的内容，只要有HH子带的统计特性 

就可以进行噪声估计，尤其当噪声的强度较小时，该 

方法比传统的方法更能准确地估计噪声的标准方 

差，并且有算法简单易于实现等优点． 
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J; 1 III. hi ~."I' ~ fit JI( lIlT e 1\1 j!i 
Table J The results of added white Gaussian noise 

". 
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Table 2 The results of added uniform noise 
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Table 3 Estimation results of noisy image quality 
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