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轴对称二维非均匀介质结构的
非线性反演方法

杨　峰　聂在平
　 (电子科技大学微波工程系, 四川, 成都, 610054)

摘要　按每次变形Bo rn 迭代 (DB IM ) 过程中, 用入射场替代总场使非线性积分方程线性化, 但线性化对非线性度
很高的强散射体时将会带来很大的误差. 为了克服DB IM 的不足, 本文基于目标区内、外电场积分方程导出反演积
分方程, 在每次迭代过程中, 利用迭代法和双共轭梯度法求解非线性反演问题, 利用数值模式匹配方法 (NMM ) 求
解正演问题. 考虑到NMM 解的 z 向解析性, 推导出 z 向积分的解析表达式, 大大减少了计算量. 数值结果表明, 本
文方法与DB IM 相比不仅具有更快的收敛速度, 而且能反演更高的对比度.

关键词　电磁逆散射, 迭代方法, 计算效率, 高对比度, 数值模式匹配法.
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Abstract　 In each itera t ion of the disto rted Bo rn itera t ive m ethod (DB IM ) , the to ta l field is app rox im ated as the in

ciden t field in o rder to linearize the non linear in tegral equation. But linearizat ion w ill cause a b ig erro r in h igher

non linear degree such as strong scattering case. To overcom e the sho rtages of the DB IM , the inversion equation

w as derived based on the in ternal and ex ternal electric field in tegral equations in th is paper. T he itera t ive m ethod

and bicon jugate gradien t m ethod w ere app lied to so lve the non linear inversion p rob lem , and the num erical mode

m atch ing (NMM ) m ethod w as used to so lve the fo rw ard p rob lem in each itera t ive step. Considering that the so lu

t ion of the NMM has analytical fo rm in z direction, the co rresponding analytical rep resen ta t ion of its in tegral in the

sam e direction w as derived, w h ich also reduces the calcu la t ion. N um erical sim ulations show that th is m ethod is of

faster convergrnce and h igher inverse con trasts than the DB IM.

Key words　electrom agnetic inverse scattering, itera t ive m ethod, efficiency of calcu la t ion, h igh con trast, NMM.

引言

电磁逆散射的研究是当今电磁学研究的热点之

一, 但这些研究[1～ 4 ]主要是在均匀背景介质 (如空

气) 和简化的激励条件下 (平面波照射) 等笛卡尔坐

标系进行剖面重建. 而对于应用于光纤和地球物理

探测等与国民经济紧密相关的二维轴对称非均匀介

质的重建的研究报导较少. W. C. Chew 和 Q. H.

L iu [5 ]将收敛速度快的变形Bo rn 迭代方法 (DB IM )

用于单线圈系和二维轴对称均匀背景介质的重构,

文献[ 6～ 7 ]又将DB IM 应用到复杂激励和非均匀

背景介质的重建. DB IM 在每次迭代过程中都要基

于Bo rn 近似使非线性积分方程线性化, 即用入射场

来替代总场. 但Bo rn 近似是有条件的, 即在低对比

度、小区域等弱散射情形下才成立, 对于高对比度和

大区域等非线性程度很高的情形下, 线性化会造成

很大的误差, 使解的收敛速度降低, 甚至不收敛.

鉴于DB IM 的不足, 本文从场点在待反演目标

区内的电场积分方程出发, 并结合场点在目标区外

的电场积分方程, 建立反演积分方程, 并利用迭代方
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法和双共轭梯度法[10 ] (BCG) 来重建二维非均匀介

质结构. 在每次迭代中为了避免使用入射场来替代

总场, 而是利用目标区内的电场积分方程直接计算

总场, 即考虑了目标区内的多次散射效应, 所以能反

演比DB IM 更高的对比度. 在轴对称二维非均匀介

质反演中, 由于仅能沿 z 轴方向采集测量数据, 这将

导致数据的不完备性, 又进一步加深问题的病态特

性. 本文将用 T ikhonov 正则化方法[9 ]来消除解的不

适定性. 用高效的数值模式匹配方法 (NMM ) 进行

正演计算[11 ] , 由于NMM 将二维数值计算简化为一

维数值计算和另一维的解析推递, 大大提高了计算

效率. 同时利用NMM 解的 z 向解析性很容易推导

出子区域所产生的场, 避免了二重数值积分.

1　反演方程的建立和迭代方法

在二维轴对称非均匀介质中, 位于轴线上细环

天线仅产生 E 分量的场满足以下积分方程[5 ]

　　E (, z , t, z t) = E inc
 (, z , t, z t) +

　　　∫
z 2

z 1

d z′∫
2

1

d′g ou t
b (, z , ′, z′) 

　　　O (′, z′) E (′, z′, t, z t) , 　′, z′∈ S (1)

式 (1)中 z 1、z 2、1 和 2 为目标区域 S 的 z 向和 向

的边界. 、z 和 t、z t 分别是收发天线的坐标. 式 (1)

中右端第 1 项是源在背景介质中产生的场, 第 2 项

是由于非均匀散射体的存在而产生的散射场, 而

g
ou t
b (, z , ′, z′) 是场点在目标区外的格林函数, S 是

待反演目标且垂直 向的截面积. 目标函数为

O (, z ) = k 2 (, z ) - k 2
b (, z ) , (2)

式 (2)中 k b 是背景介质的波数, 而 k
2 = 2是目标

区域的波数. 考虑到入射场和散射场分别为

E inc
 (, z , t, z t) = i0 Ig ou t

b (, z , t, z t) , (3)

E sca t
 (, z , t, z t) = E (, z , t, z t) - E inc

 (, z , t, z t) ;

(4)

则式 (1)可改写为

　　E sca t
 (, z , t, z t) =∫

z 2

z 1

dz′∫
2

1

d′g ou t
b (, z , ′, z′) 

　　　　O (′, z′) E (′, z′, t, z t) , ′, z′∈ S , (5)

而场点在目标区内的电场积分方程则为

　　E (′, z′, t, z t) = E inc
 (′, z′, t, z t) +

　　　∫
z 2

z 1

dz′∫
2

1

d′g in (″, z″, ′, z′) 

　　　O (′, z′) E (′, z′, t, z t) , ″, z″, ′, z′∈ S ,

(6)

式(6) 中 g
in
b (″, z″, ′, z′) 是场点在目标区内的格林函

数. 将待求目标区分为N 个子区域 (cell) , 并将式 (6)

化为矩阵形式, 并导出总场与入射场之间的关系为

E = ( I - G inO ) - 1E inc, (7)

式 (7) 中 E 和 E
inc均为N 阶矢量, I为N ×N 的单位

阵, O为N ×N 的对角阵, G
in也为N ×N 的矩阵, 其

矩阵元素为

G in
nn = ∫

celln

dz′d′g in (″, z″, ′, z′) , ″, z″, ′, z′∈ S

(8)

( I - G
in·O ) - 1是待求目标区内各子散射体之间多

次散射的综合体现. 利用 ( I - G
in·O ) - 1的级数展

开[8 ] , 式 (7)可写成

E = ( I + G inO

+ G inO G inO + . . . ) E inc, (9)

基于Bo rn 近似的DB IM , 在每次迭代过程中只保留

圆括号中的第 1 项, 此时就忽略了子散射体的多次

散射效应, 也就忽略了非线性部分, 使非线性积分方

程线性化. 在弱散射条件下这种近似是成立的, 但在

高对比度或大区域等强散射时B ron 近似将会带来

很大的误差.

　　将式 (7)代入式 (5) , 写成矩阵形式为

E sca t = G ou tO ( I - G inO ) - 1E inc, (10)

式 (10) 中 E
sca t是M 阶数据矢量 (M 是测试数据) ,

G
ou t是M ×N 的矩阵. 矩阵元素为

G ou t
m n = ∫

celln

dz′d′g ou t
b (, z , ′, z′) , ′, z′∈ S (11)

　　在已知目标区外的散射场时, 式 (10) 则是反演

方程, 但它仍是非线性方程. 为了简化方程, 我们令

圆括号内的O 为上次迭代结果, 作为已知的背景介

质, 此时式 (10)的非线性方程被线性化. 将式 (10)改

写为

e = M O (12)

式 (12)中

e = [E sca t
1 , E sca t

2 , ⋯⋯E sca t
m ] t, (13)

M = G ou t ( I - G inO ) E inc; (14)

式 (12) 是不适定方程, 由于我们仅能在 z 轴上获取

离散的测量数据, 这进一步加重了问题的病态程度.

为了消除病态, 我们利用 T ikhonov 正则化方法[9 ]将

不适定的问题转化成良态问题. 首先应构成一个代
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价函数

　C (O ) = ‖e - M O‖2 + ‖RO‖2, (15)

式 (15)中 为正则化参数, 用于权衡第 1 项和第 2

项的相对重要性, R 为正则化矩阵 (文中为单位矩

阵). 式 (12) 的稳定解应使式 (15) 的范数最小, 即变

分 C (O ) = 0. 因此式 (16) 的最小解变成求解下列

矩阵方程

(M +M + R +RO ) = M + e. (16)

　　利用BCG [10 ]求解式 (16) 便可得到待反演目标

区的电参数. 再将该电参数作为新的背景介质, 利用

NMM [11 ]求解目标区内外的格林函数、入射场及散

射扬, 代入式 (16)求出新的电参数分布. 再将这些电

参数作为新的背景介质, 重复上面的步骤, 直到迭代

结果满足所给定的误差时终止迭代, 此时的结果便

是待反演目标区的重建结果.

我们定义场的相对剩余误差和相对均方误差,

衡量场的收敛性及非均匀介质的反演质量. 第 k 次

迭代的相对剩余误差定义为

R R E =

M

i= 1
E sca t (r i) - E sca t

k (r i) 


M

i= 1
E sca t (ri) 

, (17)

式 (17)中 E
sca t (ri)为第 i 测量点的散射场值, E

sca t
k ( r i)

为第 k 次迭代后第 i 测量点的散射场值. 而相对均

方误差为

M S E =

N

i= 1
(p

(k )
i - p i) 2


N

i= 1
(p i) 2

(18)

式 (18) 中 p t 在低频和高频反演时分别表示真实电

导率值和介电常数值, p
(k )
i 是 k 次迭代后的电导率

值或是介电常数值.

2　高效的正演分析方法

反演迭代过程中需要反复调用正演结果, 本文

的正演计算采用高效的NMM. 在二维轴对称非均

匀介质中, 位于轴线上的细环天线所产生的场由文

献[ 11 ]可知. 其中源区 (p )的场为

　E p =

-
I
2

f t
p () [eikp z

(z - dp - 1) + eikp z
(dp - z )

　　G p , p + 1eikp z
(d p - dp - 1) ]

A p (kp z D p ) - 1f p (′) , 　z > z′

-
I
2

f t
p () [e ikp z

(d p - z ) + e ikp z
(z - dp - 1)

　　G p , p - 1eikp z
(d p - dp - 1) ]

B p (kp z kp z D p ) - 1f p (′) , z > z′

(19)

式 (19)中

A p = eikp z
(dp - z′) + eikp z

(dp - dp - 1)
M +

p G p , p - 1

[eikp z
(z′- d p - 1) + eikp z

(dp - dp - 1)
G p , p + 1eikp z

(d p - z′) ], (20)

B p = eikp z
(z′- dp - 1) + eikp z

(d p - dp - 1)
M -

p G p , p + 1

[eikp z
(dp - z′) + eikp z

(d p - dp - 1)
G p , p - 1eikp z

(z′- d p - 1) ], (21)

在源上方区域的场 (n> p )中

　　E n = -
I
2

f t
n () [eiknz

(z - dn- 1) +

　　　eiknz
(z - d n

)
G n, n+ 1eiknz

(dn- dn- 1) ]A n
f p (t)

k p z D p

, (22)

在源下方区域的场 (m < p )中

　　Em  = -
I
2

f t
n () [eikm z

(z - dm - z ) +

　　　eikm z
(z - dm - 1)

G n, n- 1eikm z
(dn- dm - 1) ]B m

f p (t)

k p z D p
, (23)

式中A 和B 为场幅, 由下面递推公式得到

A n = eiknz
(dn- dn- 1)

M +
n T n- 1, nA n- 1, (24)

B n = eiknz
(dn- dn- 1)

M -
n T n+ 1, nB n+ 1, (25)

式中G为广义反射系数矩阵, 它计入界面的多次反

射效应. 因此我们解决了二维轴对称非均匀介质结

构的正演计算.

求解散射体内 (待反演目标区)子区域的格林函

数时, 已不能将子区域当作 环天线处理, 而应将其

视为 环天线的叠加形式. 而 g
in (″, z″, ′z′)表示目

标区某子区域在其它子区域所产生的格林函数. 为

了提高计算效率, 利用NMM 解的 z 向解析结果, 径

向用线性插值来拟合数值本征模, 从而避免了繁琐

的二重数值积分.

求解子区域源 (见图 1 中的阴影区)所产生的格

林函数. 根据子区域的源与场所处的位置, 主要有场

区分别在源的上方、下方和同层. 现讨论场区在源区

的上方场. 场的表达式可见式 (22) , 式 (22) 中与 z′

有关项仅体现在A n 当中的A p 表达式中, 故对A p 进

行 z 向积分便可,A p 由式 (22)可知. 设

　A p =∫
dp

dp - 1

A p dz′=
i

kp z

[ I + e ikp z
(dp - dp - 1) M +

p 

　　G p , p - 1 ( I + e ikp z
(dp - d p - 1) G p , p + 1) ]

　　 (1. 0 - e ikp z
(dp - dp - 1) ) , (26)

由式 (24)递推公式可得到各层的A n , 即

A n = e iknz
(dn- dp - 1)

M +
n Tn- 1, n A n- 1, (27)

场的表达式为
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图 1　反演的物理模型
F ig. 1 A physical model of the inversion

图 2　高对比度介质柱的反演
(a) 场的相对剩余误差与迭代次数的关系,

(b) 相对均方误差与迭代次数的关系线
F ig. 2 Inversion of the h ighcon trast conductivity cylinder (a) RR E of the scattering field versus the num ber of
　　　 itera t ion step s, (b) M ES of the conductivity versus thenum ber of itera t ion step s.

　　E n = -
I
2

f t
n () [e iknz

(z - dn- 1) + e iknz
(z - dn

)

　　　G n, n+ 1eiknz
(d n- dn- 1) ] A n

f p (t)

k p z D p

, (29)

至此, 我们就解决了目标区内子区域源所产生的场.

为了求解式 (8)的积分, 同样要对子区域源所产生的

场进行二重积分. 仍假设场在源的上方, 根据式

(29) , 式 (8)可写为

　　∫
n

n- 1

d′∫
z n

z n- 1

dz′E (′, z′, ″, z″) =

　　　 -
I
2
 P  (M z

1 + M z
2) A nD  (30)

为讨论方便, 用 , z 来代替 ′, z′. 其中

　P =
1
2

a (2
n - 2

n- 1) + b (n - n- 1) , (31)

　M z
1 =∫

z n

z n- 1

dz eiknz
(z - dn- 1)

= -
i

k nz
[eiknz

(dn- d n- 1) - 1. 0 ], (32)

　M z
2 =∫

z n

z n- 1

dz eiknz
(dn- z ) + iknz

(d n- dn- 1)
G n, n+ 1

=
i

k nz
[eiknz

(d n- dn- 1) - e2iknz
(d n- dn- 1) ]G n, n+ 1,

(33)

D =
1

kp z D p z
[

1
2

a (2
n - 2

n- 1) + b (n - n- 1) ];

(34)

其它二种情形可类似得到. 场点在目标区外的格林

函数的二重积分式 (11)的处理方法同上.

3　数值结果

首先考察本方法和DB IM 与高对比度问题的

反演. 测量天线由发射天线和四个分别位于 z r = z t

- 0. 25 和 z t+ 0. 50, z t- 0. 75, z t + 1. 0m 接收天线

组成, 天线的直径为 0. 1m. 设背景介质为 0. 1Sm ,

而介质柱的电导率为 500Sm , 其对比度高达 5000,

频率选为 20kH z. 正则化参数取M
+ ·M 矩阵第一个

元素的 0. 01 倍. 图 2 (a) 和 (b) 分别给出了散射场的

相对剩余误差及相对均方误差与迭代次数的关系曲

线. 由图 2 (a) 场的相对剩余误差曲线可看出DB IM

在第 5 次迭代后, 相对剩余误差基本上不变, 而从图

2 (b) 的相对均方误差看出其反演质量变差. 而本文

方法却随迭代次数的增加一直是收敛的而且收敛速

度快于DB IM , 经 8 次迭代后M SE< 5% , 这表明本

方法能反演比DB IM 更高的对比度.

用下例考察本方法反演复杂介质结构电参数剖面

的能力. 背景介质均取为非均匀介质结构, 即细环天线

所处的柱面内外的电导率分别为 01Sm , 001Sm.
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图 3　具有台阶电导率剖面分布的成像结果
(a) 第 1 次迭代结果 (b) 第 8 次迭代结果 (c) 场的相对剩余误差曲线和相对均方误差曲线

F ig. 3 Inversion of a step conductivity p rofile
(a) the resu lt of th is m ethod after the first itera t ion, (b) the resu lt after eigh t

itera t ions, (c) RR E,M ES versus the num ber of itera t ion step s

图 6　无耗介质介电常数剖面的成像结果
(a) 第 1 次迭代结果　 (b) 第 8 次迭代结果　 (c) 场的相对剩余误差曲线和相对均方误差曲线

F ig. 6 Inversion of the perm itt ivity p rofile
(a) the resu lt of th is m ethod after the first itera t ion　 (b) the resu lt after eigh t

itera t ions　 (c) RR E,M ES versus the num ber of itera t ion step s

图 4　具有台阶的真实电导率分布
F ig. 4 A step conductivity p rofile

图 3 (a)和图 3 (b) 分别是第 1 次与第 8 次迭代结果,

第 1 次迭代结果还看不出低电导率台阶, 而第 8 次迭

代结果则能很好反映出这个低电导率的台阶分布. 通

过上面反演实例说明本文方法不但能反演比较高的

对比度, 同时也能反演复杂的电导率剖面分布.

图 4 是有台阶分布的真实电导率剖面分布, 其最

大值为 10Sm. 非均匀散射体剖面在径向和 z 向的位

置分别为 02794m ≤≤075m 和 - 0. 4m ≤ z ≤

图 5　真实介电常数剖面分布
F ig. 5 A n actual perm itt ivity p rofile

04m. 从- 0762 m 以 0254 m 的步长移到 0762

m , 故有 7 个测试点, 28 个测量数据. 在迭代初期离真

解较远, 正则化参数应选大些使解稳定, 随着迭代的

进行, 正则化参数应逐步减小以提高成象质量. 本例

的正则比参数选为= 005× (M + ·M ) 11×R R E.

另一个例子是无耗介质的介电常数剖面的重

建. 文献[ 4 ]是利用DB IM 方法, 且在待反演目标四

周有较完备的采集测量数据下, 对目标的介电常数
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进行反演, 其反演的介电常数对比度为 18为了便

于和文献 [ 4 ] 进行比较, 此处所采用的频率是

100M H z, 测量天线仍是一个发射天线和四个接收

天线, 待反演目标区为 (- 0368m ≤z≤0368m 和

02794m ≤≤0658m )被分为 5×5 个子区域. 假定

背景介质中的介电常数是 1, 而目标区的峰值介电

常数为 32 (如图 5 所示) , 其对比度要比文献[ 4 ]的

高. 图 6 (a) 是第 1 次迭代结果, 无论是剖面形状还

是峰值介电常数都与真实电导率剖面分布有很大的

出入. 图 6 (b) 是第 8 次重建结果, 其剖面重建形状

与真实介电常数分布非常相近, 由图 6 (c) 的相对均

方误差曲线可看出, 此时的M SE 约为 8‰. 从图 6

(c)中也可看出它的收敛速度也是很快的.

4　结语

本文利用场点在目标区内、外的电场积分方程,

建立起反演积分方程. 由于考虑了场点在目标区内

的电场积分方程, 计入了目标区内的多次散射效应,

从而避免使用用入射场替代总场. 利用NMM 解的

z 向解析性, 可得 z 向积分的解析表达式, 而在径向

采用线性插值从而避免繁琐的二重数值积分, 大大

提高了计算效率. 利用 Pen t ium  266 微机, 在

ND P- Fo rtran V 3. 2 环境下, 本征函数取 52 个, 对

图 3 所示的 5×5 个离散块, 28 个测量数据, 迭代一

次计算时间约为 15m in. 计算的数值结果表明, 与

基于Bo rn 近似的DB IM 相比, 本文方法不仅能反

演更高的对比度, 而且具有更快的收敛速度和更高

的成像质量.
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