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函数逼近神经网络的一种快速学习算法 
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摘蔓 通过分析特学习参数的不同特性，提出一种快速收敛方法，使网络的收敛速度大大提高 

通过对多种 函教的实验，与不同的网络结果对比，表明此方法具有很强的普追性． 

关薯调 ，苎苎墨兰：三 ’兰!兰兰： 

引言 

人工神经阿络(ANN)是新近发展起来的一门交叉学科，它涉及生物、电子、计算机、数 

学和物理等学科．长期以来，人们设法用物理实现系统去模仿人脑，完成类似人脑的工作．人 

工神经阿络就是采用物理可实现的系统来模仿人脑神经细胞的结构和功能的系统．人工神 

经阿络技术在模式识别、信号处理、系统辨识、自动控制等方面得到了广泛的应用．在系统辨 

识及控制中可以对一般非线性函数进行一致最优逼近． 

文献[1]首先提出了用于波分析的方法来构造新的神经阿络，其基本思想是改造BP网 

络的激活函数，能同时调整伸鳍因子．子波分析是用一簇函数表示或逼近一信号或函数，这 
一 簇函数称为子波函数系，它是通过一基本子渡函数的不同尺度的平移和伸缩构成的．记基 

本子波函数为 (̂ )，伸缩和平移因子分别为 ，6．则子波变换函数基底为  ̂( )一  ̂

(x--v)
． 文献[2]采用的子波基函数为 (̂z)=c。s(1．75x)e‘～ ．事实上它不是子波基函 

数，因为它不满足允许性条件，正是由于这一点导致它的算法与文献[1]稍有不同(常数参 

数)，文献[3]提出了任何非多项式函数都可以作为网络的激活函数，可以任意逼近任何连续 

函数，所以文献[2]中的基函数确实可以作为激活函数(为了便于比较，本文计算中也以它为 

激活函数)． 

本文通过分析阿络中待学习参数的特性，认为待学习的参数分为线性参数与非线性参 

数两类．根据两类参数不同的特性，提出改进的学习算法来调整参数． 

1 改进的学习算法 

确定神经阿络结构以后，需要训练网络．设网络的输入是目，输出是，(而)，实际函数值 
，( )指导网络的学习．文献[1]的输出为： 
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摘要 通过分析持学习事数的不同特性，提出一种快速收敛方法，使网络的收敛速度太太提高.

通过对多种函数的主段，与不同的网路结果对比，表明此方法具有很强的普遍性.
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引盲

人工神经网络(ANN)是新近发展起来的一门交叉学科，官涉及生物、电子、计算机、数

学和物理等学科.长期以来，人们设法用物理实现系统去模仿人脑，完成类似人脑的工作.人

工神经网络就是采用物理可实现的系统来模仿人脑神经细胞的结构和功能的系统.人工神

经网络技术在模式识别、信号处理、系统辨识、自动控制等方面得到了广泛的应用.在系统辨

识及控制中可以对一般非线性函数进行一致最优逼近.

文献[lJ首先提出了用子披分析的方法来构造新的神经网络，其基本思想是改造 BP 网

络的撒活函数，能同时调整伸缩因子.子披分析是用一簇函数表示或逼近一信号或函数，这

一簇函数称为子波函数系，它是通过一基本子波函数的不同尺度的平移和伸缩构成的.记基

本子波函数为 h(x) ，伸缩和平移因子分别为 a ， b ， 则子波变换函数基底为 h.，.(x) =h 

中〉文献[报用的子披基函数为 h(x)=∞s (1. 75xω〉川
数'困为官不精足允许性条件'正是由于这一点导致它的算法与文献[口1门]稍有不同(常数参

数〉λ，文献[臼3J提出了任何非多项式函数都可以作为网络的撒活函数'可以任意逼近任何连续

函数，所以文献[2J中的基函数确实可以作为激活函数(为了便于比较，本文计算中也以它为

撒活函数)，

本文通过分析网络中待学习参数的特性，认为待学习的参数分为线性参数与非线性参

数两类.根据两类参数不同的特性，提出改进的学习算法来调整参数，

1 改进的学习算法

确定神经网络结构以后，需要丑嘟网络.设网络的输入是 Xj ，输出是 fuJ，实际函数值
f(x.l指导网络的学习.文献[IJ的输出为 2
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，( )一∑N ̂ ( )+ ， (1) 

式(1)中 ， 是伸缩因子， 是权参数，-n是为了逼近非零均值函数而引进的常数因子参 

数(因为子波基函数是零均值的，无法逼近常数函数)． 

文献[2]的输出为： 

，( )一∑N (̂ +f0， (2) 

式(2)中参数意义同式(1)．因为文献[23中的基函数是非零均值的．故不需常数因子 ，0．事 

实上，参数 ，0不是独立参数．可以并入参数n⋯b中．因此我们确定的输出为： 

，0)一 ∑ (̂ _ )． (3) 

文献[1]、[2]的学习算法为： 

(1)对 ⋯a b 给定初值0=1⋯ ．．Ⅳ)； - 

(2)通过共轭梯度法求出新的 ㈣ ．b ．0—1⋯ ．．Ⅳ)； 

(3)检验误差大小．达到精度要求则停止，否则返回(2)． 

我们观察参数 m ．6 在式(3)中所表现的特性，参数 a。，6 是非线性的．其非线性体现 

在基函数上．而 则不同，输出，(z)关于它是线性的．具体地说 ，当4 ． 取定后，， )为 

的线性组合．充分利用这一点，使我们在用共轭梯度法求解参数时．只让 bl参与迭代． 

在每次迭代中最小二乘法计算．有可能加快收敛速度．大大减少计算量． 

假设所取神经网络隐层数目为 Ⅳ，在函数逼近区间取的样点数为 M．我们把 m的初值 

取成同一值．大小为每个样点段的长度．b 的初值对应于 Ⅳ个样点段中每个样点段的中间 

值0]．网络对于 z 的输出为： 

f(xj)一善N (̂ )．( —l (4) 

定义LMS能量函数 

E=寺 [，( )一f( )]。， 

则 E一丢兰[，( )一 (̂三 ； )]。； (5) 
J一1 f一】 u  

文献[1]、[2]的迭代格式是给定 a ， ， 的初值 ，求出式(5)关于所有参数在初值处的梯度 

向量，按能量最优下降方式，调整参数求 E的最小值点．由于 是线性参数．我们调整迭代 

格式：给定 ．b。的初值 ，通过最小二乘法可以求得第一次的 ( 一1，2⋯ ．Ⅳ)值 ．再利用共 

轭梯度法： 

口 =口 一 ,,aE／a~。， ( = 1．2⋯ ⋯ ) (6) 

6 = 一flOE／ab~， ( ： 1．2⋯ ⋯ ) (7) 

调整参数 b ．在式(6)、(7)中口、卢可以取为0．0104+ 
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^ N T _ h 
1 (x) = ~ω，h(~) + 1" , 

，~l a, 
(1) 

式(1)中山b， 是伸缩回子，田，是权参数，瓦是为了逼近非零均值函数而引进的常数因子参 • I 
数(因为子波基函数是零均值的，无法逼近常数函数) . 

文献[2J的输出为:

" N T_ J., 

fUH E咐气二 +1山 (2) 

式 (2) 中参数意义同式(1)，因为文献 [2J中的基函数是非零均值的.故不需常数因子 1"， 事

实上，参数 f。不是独立参数.可以并入参数 a"b， 中因此我们确定的输出为 z

, N 于 _h

1 (x) = ~叫h(二?二， ), 
.=1 ui 

文献[1]、 [2J的学习算法为

(1)对吼叫.， b， 给定初值 (i =I ，...， N) ，

(2) 通过共辄梯度法求出新的田'"a"b; ，(i =l ，... , N) , 

(3) 检验误差大小.达到精度要求则停止.否则返回 (2).

(3 ) 

我们观察参数田'"a"b" 在式 (3)中所表现的特性.参数 a， ， bi 是非线性的.其非线性体现
A 

在基函数主.而国，则不同，输出 I(x)关于它是线性的.具体地说，当 a. ， bi 取定后 ，/(x)为 ω，

的线性组合.充分利用这一点，使我们在用共缸梯度法求解参数时.只让 a，. b， 参与迭代.四，

在每次迭代中最小二乘法计算.有可能加快收敛速度.大大减少、计算量.

假设所取神经网络隐层数目为 N.在函数逼近区间取的样点数为 M. 我们把 a， 的初值

取成同一值，大小为每个样点段的长度.b， 的初值对应于 N 个样点段中每个样点段的中间

值[2). 网络对于冉的输出为 z

I( .r;,) = 斗，h咛生). (j=l.Ml (4) 

定义 LMS 能量函数:

1 M ^ 
E= 古军[f问) - 1 (X,) J'. 

一 M N..... _ l-. 

则 E= 古军[fbJ-ph〈气~)J'; (5) 

文献。]、 [2J的迭代格式是给定 a"b，州的初值，求出式(5)关于所有参数在初值处的梯度

向量，按能量最优下降方式.调整参数求 E 的最小值点.由于叫是线性参数，我们调整迭代

格式z给定 a"b， 的初值，通过最小二乘法可以求得第一次的叫U=1.2....N)值.再利用共

辄梯度法 z

a~+l a~ - aaE/函.. (k=1.2......) 

b~+l = 11, - ßaE j氓 (k=1.2......)

调整参数 a"b，. 在式 (6) 、(7)中 a.ß 可以取为 0.0104.

(6) 

(7) 
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引入误差函数 

=  

M A

ERR ’( )一，( )]z／兰[，( )一7]。 =
⋯  

’( )一，( )] ／ [，( )一7]。 

来控制迭代次数，其中7 蚤，( )／ 
算法步骤为 

。 
(1)给定初值 口II ，( l，·⋯ Ⅳ)，由式(5)用最小二乘法得 ，( —l⋯ -，Ⅳ)； 

(2)通过共轭梯度法式(6)、(7)迭代新的 6．，0=1⋯ ．IⅣ){ 

(3)检验误差大小(式 8)，达到精度要求为止，否则返回(1)． 

(8) 

2 实验结果及分析 

2．1 对无噪声采样函数的逼近 

对多种函数进行实验，均得到了满意的效果． 

倒 l[ 

f一 2．18x一 12．864， 一 10≤ <一 2{ 

， )={4．246x， 一2≤z<0； (9) 

【lOe 一 sine(0．03x+0．7) ]， 0≤ ≤10； 

在[一10，l0]上均匀取样点 100个，隐层单元数为 l0，用本文方法经 363次迭代，ERR 

<0．04，而在文献[1]中，经 i0000次迭代后，ERR=0．05057，文献[2]算法需要 1500次迭代 

才使 ERR~O．04．在第 363次迭代后，n．， 的值见表 l，函数(9)的逼近结果见图 1． 

丧 1 函数(’)的逼近结果(曲，籼值 ) 

Table 1 Approximation resxdts of function (9)：m， 

由表2可见，M取值不太，但迭代效果较好，这验证了小波阿络多分辨率的优越性，它 

只与函数的平缓(频率)有关，与样点数关系不太，另外两个例子(见表3)也说明了这一点： 
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引入误差函数

ERR =.1 主[》 (IJ)-fu，可/主[I(.r，) -7]' (8) 

M ff' 
TLd 

r'J M
Z
川

TJ 
中其数次代

为
迭
骤
制
步
控
法
来
算

」
(1)给定初值 a， .b，， (i=l ，... .N) ， 由式 (5)用最小二乘法得叫，(i=l.... ,N); 

(2) 通过共辄梯度法式(6) 、(7)迭f-l:新的 a"b，， (i=l ，... ,N); 

(3 )检验误差大小〔式剖，达到精度要求为止，否则返回(1).

2 实验结果及分析

2. 1 对无噪声呆樨函数的逼近

对多种函数进行实验，均得到了满意的效果.
例 1 [,] 

L 

(- 2. 18x 一 12.864. 一 10";;x<- 2, 
f(x) =~ 4.246x. - 2";; .r <0 , 

l10e-~"'-~'sin[(0. 03.r + 0. 7)斗 0";; x ,,;; 10; 

在[ -10.10J上均匀取样点 100 个，隐层单元数为 10.用本文方法经 363 次迭代 .ERR

<0.04.而在文献[lJ中，经 10000 次迭代后 .ERR=队 05057.文献[2J算法需要 1500 次迭代

才使 ERR<0.04. 在第 363 次迭代后，此，ι 的值见表 1. 函数 (9)的逼近结果见图 1.

(9) 

寝 1 画报(别的遭近结果(晶A 僵〉

Table 1 Appro国回atlon restd恒。f functlon (9)，..咽 b.

a， 韧值 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0 2.0 

a ， 缉值 2.08 2.73 1.93 2..81 1.72 2.04 2.56 2.12 1.75 1.58 

4 韧值 -9.Q 一7.0 -5.Q -J.Q 1.0 1.0 3.0 5.0 7.0 9.0 

品费值'IrI -10.1 8.3 5.1 2.8 -1.5 Q.59 3. 19 5.09 6.55 8.54 

对上面的函数.取不同的样点数(N=10.ERR=0. 。的，其结果见表 2.

寝 z 改变 M 值后函数(别的矗近结果

Table 2 A阳roxlmotlon resulIB of functlon (9) (wltb M cb皿ged)

样点数 M

选代!j(敷K

100 50 20 

363 290 49 

由表 z 可见 .M取值不大，但迭f-l:效果较好，这验证了小波网络多分辨率的优越性，官
只与函数的平缓〔频率〕有关，与样点数关系不大，另外两个例子(见表 3)也说明了这一点:



 

(1) 

BP阿络逼近 

(2) 

文献E23结果 

(3) 

本文的结果 

tN=5。M= lO) 

E 

迭代次数 

E 

迭代次数 

样点区间 

E 

迭代次数 

o．0438 

1500 

0．0438 

1300 

[一2．5．2．51 

0．0438 

8 

0t 04 

3500 

0—0573 

500 

Fo，2 ] 

0—04 

26 

0．04 

5000 

0．0480 

1300 

[一2．5，2．51 

0．0460 

10 

0．0285 

6500 

0．0285 

1000 

[一2．5，2．51 

0．0285‘ 

42 

2．2 对带噪声采样函数的逼近 

对函数加入随机噪声再进行逼近．7( )=，(z )+m ，￡j服从N(0，1)分布，7(2 )为采 

样值，f(xs)为真实值． 

倒 3 7( 。)一，( )q-E,，，(t)是函数(9)，逼近结果见图2，其中N=5， =i00；ERR 
= 0．07， = 495． 

图 1 函数(9)的网络逼近结果 

Fig．1 Approximation results 

of func~on (9) 

图 2 带噪声函数(9)的逼近结果 
Fig．2 Approxima tion results of 

functlon (9)with noise 

例4令7(函)=，(五)+詈，，(z)一sin )，z∈[o，2 ]l (10) 
函数(10)逼近结果见图3(粗线是比较曲线，点划线是数据线)，其 中Ⅳ一10，M=100t 

ERR= 0·05， = 1·1一 
．  
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在 3 其官函数的噩近结果(融变M !ilt N 值〉

T.b1.e l Appro:li阻凰t10D ... 国咀也 01 otber funct阳回(w!曲 M or N dumged) 

f(x)=sin(2πI) 
样点鼓M 50 40 30 IE[o.IJ 

N=5 ,ERR=0.04 迭代吹鼓 K 14 4 3 

f(x)=sin(4πI) 

1 
IE[口，τ1

隐层单元鼓 N B 4 2 

M=8 ,ERR=0.04 是代吹鼓K 1 2 49 

例 2 与文献[lJ其它结果的对比且表 4.

寝 4 与其官算法矗近结果的比蟹

Tlllbl.e .. Approxi皿atlOD ft国咀也 compared wlth otber metlt咀a

f(I) e' smx I+l -"'+1 

(1) ERR 0.0438 O. 04 0.04 。.0285

BP 网络逼近 迭代吹鼓 1500 3500 5000 6500 

(2) ERR 0.0438 0.0573 。.0460 0.0285 

文献[2J结果 迭代吹鼓 1300 500 1300 1000 

(3) 样点区间 [-2.5.2.5J [0.2震1 [-2.5 ,2.5J [-2.5.2.5J 

本文的结果 ERR 。 0438 。.04 0.0460 0.0285 

(N=5.M=10) 迭代吹鼓 B 26 10 42 

2.2 对带噪声果样函撒的逼近

对函数加入随机噪声再进行逼近• !(x;) =f(x,} +圃， .ε，服从 N(O.n分布.!(x;)为采
样值 .f(ι)为真实值.

例 3 !(x,) = f(x，) 十马 .f(x，}是函数ω) .逼近结果且因 2.其中 N=5 ，M=100 ，ERR
=0.07 ,k=495. 

图 1 函鼓(9)的网络逼近结果

Fig. 1 ApproxÎmation results 

of function (9) 

\ 

图 E 带喋声函鼓(9)的逼近结果

Fig.2 Approx.i mation results of 

function (9) with noise 

例 4 令?ω=fω+号 .fω=田nω.xE [0.的(川
函数(10)逼近结果见图以租线是比较曲线，点划线是数据线) .其中 N=10.M=100 ，

ERR=O. 05 .K= I. 1. 
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从上述例子可见，这种神经网络的抗噪声性较好，这种学习算法受噪声的影响也较小． 

本文提出的学习算法，大大加快了网络的收敛速度．通过对各种函数的实验以及与不同 

网络算法的对比，显示了此方法的普遍性．这是 

由于，我们针对待学习的参数的不同特性，在迭 

代格式中加以不同的处理，使之改善了寻优的 

结构，提高了能量函数的下降速度．但其理论还 

需进一步研究；另外，这种方法是否能改善子波 

神经网络的参数求解避开局部极小，也有待进 
一

步讨论．作者认为，这种方法本身也是一种梯 

度算法，不大可能改善局部极小的同题．对于局 

部极小问题，只能用其它算法如遗传算法，模拟 

褪火算法等等． 

图 3 带碌声函数(1o)的逼近结果 
Fig．3 Approximation results of 

funetion (10)with noise 

我们认为，对于目前神经网络的各种学习算法，仔细分析待学习参数的不同特性，加以 

合适的处理，有助于加快网络的收敛速度．本文介绍的方法，可以展望它将在实时数据处理 

方面得到较好的应用． 

致谢 本文的计算是在国防科技大学数学技术实验室完成的，在此表示感谢』 
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