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摘要改进了大气短波辐射传输之辐射函数的定义，将大气散射相函教与大气单苎散 曼照事 
之农瞳高度的变化包括在由，对改进型辐射函教(琢lF)的性质进行了较深入的研究，其中包括： 

各次散射光强与IRF的关系，IRF的解析递推公式，高竹IRF与零阶IRF的解析关系， 及IRF 

关于光学厚度的幂级数等、 

关键调 鲞基垂墼t 墼箜，垒盗堂 短波辐射，堑 |篁 

引言 

大气辐射研究中，以多次散射为特征的大气短波辐射传输是最为困难的问题．其研究方 

法有从短波辐射传输方程出发和从短波辐射传输物理图象出发二种． 

如果利用短波辐射传输方程，那么需要求解关于光学厚度、方位角及天顶距的积分．这 

三个积分通常由下述方法处理：(1)将大气分成许多薄层、忽略薄层中的多次散射，即用数 

值方法计算对光学厚度的积分；(2)将辐射强度及散射相函教等均展开成方位角的傅里叶 

级数，从而，对方位角的积分可用解析方法计算；(3)对天顶距的积分用数值方法计算． 

根据多次散射的物理图象研究短波辐射传输典型的是 Monte Garlo法．它将多次散射 

过程看成是光子与环境介质的随机碰撞过程，对大量光子随机行为的结果进行统计分析． 

按以上方法，必须花费大量计算时间才能获得准确的结果．为了节省时间，在数值天气 

预报和气候模拟等研究中，大气短波辐射传输的处理极其简单粗糙，这在一定程度上限制了 

预报及模拟水平的提高． 

在文献[13中，假定大气散射相函数与大气单次散射反照率之积与高度无关，引入了一 

个广义函数，称为辐射函数(RF)．用辐射函数的解析性质代替数值积分法处理各次散射光 

方程中均存在的对光学厚度积分，可使计算既准确又快速． 

本文将辐射函数定义加以推广，使之适用于大气散射相函数及大气单次散射反照率随 

高度变化情形，并研究了改进型辐射函数(IRF)的各种性质． 

1 改进型辐射函数的定义 

平面平行大气中的 次散射光强 J 为 

m  r1 1 

L( ， )一J。J一 吉 p(一古 J 尸。( ， ， ，仍 )L一 ( ， ， ) 
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A摘要刷了时波附阳山的定义制气散射相即时次世射反照串
之积随高度的变化包括在内、对改进型辐射函数(IRF)的性质进行了较深入的研究，其中包括、

在次散射光强与 IRF 的是革 .IRF 的解析递推公式.高价 IRF 与草阶 IRF 的解析是1晨，以及 IRF

关于光学厚度的罪级教等‘
‘-

关键调且且呈盏，车主主Jt.豆豆革札短波辐射，亟草草草、

引言

大气辐射研究宁，以多次散射为特征的大气短波辐射传输是最为困难的问题.其研究方

法有从短波辐射传输方程出发和从短波辐射传输物理图象出发二种

如果利用短波辐射传输方程，那么需要求解关于光学厚度、方位角及天顶距的识分.这

三个积分通常由于述方法处理(1)将大气分成许多部层、忽略部层中的多吹散射，即用数

值方法汁算对光学厚度的积分， (2) 将辐射强度及散射相函数等均展开成方位角的停里叶

级数.从而.对方位角的积分可用解析方法计算川3) 对天顶距的识分用数值方法计算.

根据多吹散射的物理图象研究短波辐射传输典型的是 Monte Garlo 法.它将多吹散射

过程看成是光子与环境介质的随机碰撞过程.对大量光子随机行为的结果进行统计分析.

按以上方法，必须花费大量计算时间才能获得准确的结果.为了节省时间，在数值天气

预报和气候模拟等研究中，大气短波辐射传输的处理极其简单租糙，这在一定程度上限制了

预报及模拟水平的提高.

在文献[lJ中，假定大气散射相函数与大气单次散射反照率之积与高度无关，引入了→

个广义函数，称为辐射函数(RF). 用辐射函数的解析性质代替数值积分法处理各次散射光

方程中均存在的对光学厚度积分，可使计算既准确又快速.

本文将辐射函数定义加以推广.使之适用于大气散射相函数及大气单吹散射反照率随

高度变化情形.并研究了改进型辐射函数ORF)的各种性质.

改选型辐射函数的定义1 

平面平行大气中的 n 次散射光强 L 为

I院(μ. 9'， r) = 1 I 十exp(一芒)1 p飞μιμ吊r)[._1 【μι。
J 0 J-l μμ 川

本文 1996 年 4 月 18 a 收到.修改稿 1996 年 10 月 3 日收到
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·eXP(
u
)drdfld~d ( 一1⋯2 ．．)， (1) 

Jo( ， ．f)一 exp(一r／／~)·So· ( 一 ) ( 一 体)， (2) 

其中， 尹分别是 厶的天顶距和方位角，r是光学厚度，r|是 次散射光强恒为0的光学厚 

度，即：L( ，尹，r．)-------0，P 为大气散射相函数与大气单次散射反照率之积除以4zr．S。为人 

射辐射强度，／to、 分别是入射光的天顶距和方位角D 3． 

取消文献E1-]所作P 与高度无关假定，而将 P‘表示成光学厚度的多项式： 

P 一∑口 ( ， ， ， rr， (3) 

式(3)中．R是一组非负整数．于是 ，式(1)可改写成 

= (删  

-[1+xp(一r )Jf ~fl ( ， ，r)exp(j)dr] =1，2⋯．)． (4) 

由方程(4)可见，求解大气多次散射的最关键问题是如何处理对光学厚度的积分． 

改进型辐射函数定义如下： 

零阶 IRF Y(xo，r0，f)=r'oexp(--Xor)． 

n阶IRF Y(zo，ro， 1，rl⋯ ．， 川rm f)=x．exp(-- f) 

^y( · t ，r ⋯ ．， 一 ， 一 ，f)exp(z，f)df 一 1，2⋯ _)， 

(5) 

(6) 

其中t 是非负整数，靠一1／ 一0⋯1 ．．)．由方程(5)、(6)可以证明：(1)RF是 IRF在 

rK=O(̂=O．1⋯ ．)时的特埘}(2)IRF为非负函数}(3)Y(x，r．f)×y ，r ，f)=y + 
‘

，r+r‘，r)．即， ，r，r)／Y(x ，r．，f)~Y(x--x‘，r--r ，f)． 

根据mF的定义，各擞散射光方程中对光学厚度的积分可归结为 IRF形式．截射光强 

与 IRF的关系见定理 1． 

I定理13i ，l( l，钨，f)一∑口 (， ，％， ， ) (， ，o．／~-”，r1，f)， (7) 
tieR 

垂( 厂-1d ⋯ ) 
’ 口̂ ( ，体，趣 ，鼾)y( ，o．tO- Jrl，．．． ，r．，f) 一 2，3，⋯ )． (8) 

∈R 

证明： 

当 n=1． 

r) ( ·[ (一 州 )唧( 
=  a 川 帅  
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·呵中创旷邮 (n~1.2....).

lo(μ .rp .r) ~ exp( - r/的) • So • 8(" - 1'o )8(rp 一属) • 

16 眷

(1) 

(2) 

其中，μ、伊分别是 I酶的天顶距和方位角，r 是光学厚度. r. 是 η 次散射光强恒为 0 的光学厚

度，即 ， 1.(p.rp.r.)==O.P' 为大气散射相函数与大气单次散射反照率之飘除以 4震.S， 为入

射辐射强度，的、怖分别是入射光的天顶距和方位角口1.

取消文献[1]所作 P' 与高度无关假定，而将 P'表示威光学厚度的多项式 z

P' ~ 2:; a， (".rp.严 .rp) r' • 

"'R 
式(3)中 .R 是一组非负整数，于是，式(1)可改写成 E

协时 ~r叫:川军叫巾.rp)

(3) 

. [去呵(-f)ffμ川 .r)町φdrJ (n ~ 1,2....) ω 

由方程(4)可见，求解大气多次散射的最关键问题是如何处理对光学厚度的飘分.

改进型辐射函数定义如下 z

Y(xo '町， r) = r"oexp(- xor) , 零阶 IRF

n 阶 IRF Y(xO ,ra'Xl ,T 1 ,... ,x. ,r. , r) = x.exp(- .x"r) 

[币Y(川川1 ,... ， X..-l'μ (n ~ 1 ,2....) , 

(5) 

(6) 

其中，时是非负整数 ，x，， ~l/PK(晶~O ， l.... ).由方程(5) 、 (6)可以证明，(1)RF是 IRF 在

rK~O(晶 ~O.l.. .. )时的特例， (2) IRF 为非负函数以3) Y(x ,r.r)XY(x' ， r'.r)~Y(x+ 

x. .,r+r- .， r). 即 ，y(x ， r，r) /y(x. ,r'"" ,r)='Y(,z:-x. ,,.--r'"" ,r). 

根据 IRF 的定义，各民散射光方程中对光学厚度的积分可归结为 IRF 形式.豁刽光强

与 IRF 的关系见定理 L

E定理 1) [，柄，啊， r) = 2:; ar1恼，吭'屿，时Y(PO' ， O.J可"叫，吵，
"I ER 

ι协吭，←豆(rd惋f
-Zaf1恼，吭，酌，引Y (JlO 1 ,0 , ÞJ.- 1

", T l'… p-;;l ，，.，，，。
r1ER 

(n ~ 2.3 ,. •• ). 

证明 z

当 n=l ，

1， 俐.I'!，r) = r"""r d" 亨丁 a..(".;，酌，时 .p呻(-乌 I r，./;("，礼。即〈工)占1
J (I 

• 
J -1 r~主 t … L问J1tt J :rI

- t -- --PI J 

= rd让djFEM-4，酌，时

(7) 

(8) 

r 

, 
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． r土exp( 
L 

即方程(7)成立 

云 ， c -o，r c 一 )at 一体 c云)ar] 

』 t∑I ER ( 帅 _ 一 

∑ ( ， ， l，竹)y( ，0， 1， ， )， 
∈R 

：  

o 

椰  ·[ e 趣 e砷( r] 
；  t c e 

∑口rI( ，乳，地，吼)Y(酊 ·0， ，̂r)]exp‘竞 ] 
r．∈R 

’

： ⋯  

∑GrI( ， ，H，竹)y(酊 ，0， 
‘ ∈R 

方程(8)对 

』 r—c 帆 
．[ ex (一麦) (』 一 a ∑ ( tiER 

， )) 

∑ ( ，佩柏，竹)y( ，0， _l'r】，⋯， ， r)e五p(焘)dr] 

一 垂( 和 ) 
· ∑口̂( ，佩， ，竹)y( ，0， ，r一··， ， ， )， 

∈R 

m也成立． 

因此，定理 1对任意自然数 均成立 

2 改进型辐射函数的解析计算 

2．1 递推公式 

IRF的解析递推公式见定理 2· 

【定理2】 Y(xo T"0，z1，T"1⋯ z ∑b(x。一 1， +I"1) 

维普资讯 http://www.cqvip.com 
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. [去蚓一去)fyY{μ川<)!S(Ji - 1'0 )It(~ 归时】drJ

= r~d~ r~ ， dJi 2:; a., (Ji '~'I'"但) • y(雨 1 ， O ，p.1 l ， r1 ， r)S旷叫树 W
"εR 

= ~aI.(件，院·的响 )Y(I';-' ， 0. μ'"1 1 ， r1 .c) ， 
气 εR

即方程(7)成立.

当 n=2.

rZII". r1 , ，气 rl r. f'. .L , l 
1，(的.1'\，<) = 1 d吼 1 dμ，);a，..fμ"但，向响)， 1 -:-exp(- -:-)1 l" T，(屿，但，的exp(~)d< 1 

J 0 J-1 日εR L'匀t"z .r ~2 1匀」

r~ fl 吨「

= I:d叫 dμ1 bar2 tflt'但 ·μ2耐. [士e叩(-子) 1 l" 
...... ... -L "-2 廷 R r7. l'"1,.J r2 

2:; a. ， 恼，吼，间，(pj.lY(~' ， 0,1'1' ,T , ，<J Jexp(子)drJ
r ， ER 俨Z

r2K fl 

= 1. d时 dμ1 ~ar2tμ1.91 ，，tl~，~J 
rl -E- R 

~a"l (!1- 0 化的·但)Y(~'， o ，严严 ，rl' p2 1 ， TZ ' 'C)'
"εR 

方程(的成立.

若万程{的对 n. =m-} 成立，则

1. (p，.，俗，ο=lfd侃-， 1\邸._l~a.. "，(品"弘l' p.", ，ω 
dυ... - L r.εR 

. [~叫主)[.仇Im-l( p."，_l'~__l'C)叫:. )dr ] 

=j:wd也 ιrE叭_-1 t~""-lt p.，，，耐

. [去叫主)[r在(I:"d白，Ldl'H ~"a，.(的 1 ，1]1，-1 仲白))
-…-再鹰-2 T.εR 

2..; a" (的咐，严，.附Y(p;-'， O ，I'尸，吨，. ,…p.;;!..1 , r ""-1 , l") exp( 工 ldrl
v卢R 飞 p，.' J 

=古II如何一lr .dp"'-lba .. ~(p."-lt lJ1， -l ，P."'t lJ1，)) 
矗-2 ." U .. -J "-J E- R 

. 2: ar1 tPo，吼响，阴市lPü1 ， O ， A- 1 ，町 t. • • ，再1巾，的，
气εR

方程(8)对 π=m 也成立.

因此，定理 l 对任意自然数 n 均成立-

z 改进型辐射函数的解析计算
2.1 通推公式

lRF 的解析递推公式见定理 2.
"-D+"-, 

E定理 2】 Y(xo ， ro 词'叭 ，... , x. , r.t l") = xl~b(XD - x1 ， l 山 + r ,) 

163 
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· fY(xo，1， ，r2⋯ -z ，r ，r)一 Y(xo— zl，1，l"1)·Yfxl，0，z2，r2⋯ ．，‘， ，r)} 

= 1⋯2 ．．)， 

其中，函数 6定义为 b(wlI'r)— 一 一  

(9) 

(10) 

证明： 

首先，容易证明下述积分公式成立，即 

r． exp(一Cr) 壹6(c，1，点){y(c，1，r)一y ，1，r-)}． (11) 
。 

当 =1，根据IRF定义，我们有 

y(】 ，r。， l，r】，r)一zIexp(～．rIr)I r*LY(x~， ，r)exp(zIr)dr 

一zlexp(一．rlr)I ",exp[--(zo—z1)r]dr 

+1 

：．rlY(xl，0，r)∑b(xo一．rl，1， +r】){y( 一zl，1，r)一Y(xo—zl，1，r】)} 

～ ．rl，1，r0+ r1){Y(xo，1，r)一 Y(xo— zl，1，r】)·Y(xI'o，r)}， 

即方程(9)对 一1成立． 

若方程(9)对 n：m一1成立，则 

Y(工自，rⅡ，zl， ⋯ ．， ，r ，r) 

广r 

—x．exp(--．r r)l ^y(．r0，r0，．rl，rl⋯ ．，．r l，r 一I，r)exp(x．r)dr 
J 

ro+rI 

=x．exp(一 r)l̂ ．rl∑b(x。一．rl，1，r0+r】){y(．r。，1， ，r2⋯．， 
‘

_ 1=0 

r— l，r— l，r)一 y( 一 。l，1，r1)· 

Y(xl，0，．r2，r2⋯ ．， l，r—l，r)}exp(x~r)dr 
0+ l 

一  ∑6( 。一 ，1，ro+r】){y( 。，1， ， ⋯．， ，r_，r)一 
1=0 

Y(xo— I'1，r】)·Y(xl，0，zz，r2⋯ ．，‘ ， ，r))， 

方程(9)对 一m也成立． 

因此，定理 2对任意自然数 均成立．由定理 2可见：只要 ro+r】一 + 便有 Y(x。， 

ro， l，r】， ， ⋯ ．，‘， ，r)=Y(xo，如， ， L， 2， ⋯ ．， ，r_，f)．因此，任何H阶IRF的计 

算形式总可归结为Y(x0，O，zl ，．r2，r2⋯ ．，．r ，r_，r)． 

2．2 高阶IRF与零阶IRF的关系 

高阶IRF与零阶 IRF的关系可直接用定理 3表示． 

【定理 3】 

其中， 

y ⋯ w 密 客 喜 ” 
b(x̂ 一z￡，z．，r +z。一lE(i一 1， ))]Y(xk，l~E(n，̂)，r)， 

^(0)= 1，B(O)一 1， 

(12) 

(13) 

“ 
∑ 

I{ 
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.. {Y(xot l ,x z ,r2…. x.. ,r.. , r) - Y(x。一句 ， 1 ， T}}' Y(X1 ， O ，岛， 72'*.' ,XII , rll , r)} 

(n=1.2....). (9) 

其中，函数b 定义为 阳，IJ)=-WJ F22 (0) 

证明 s

首先，容易证明下述积分公式成世 .ep

J:. r"exp( - Cr) =去(叫)(阿 1.。一阶 1 ， r' )).山1口1
当 n=l ，根据 I皿RF 定义'我们有

Y只问Z岛。川 r叫1 ←巾(- X引，r←Y川'叫叫d

X叫一 Z冉1卢r《f付0汁户+轩+T1ex

"'0+"'.叮1 

=x川Xl' O.r) 2: b(xo - xpl.r{l + r1){Y(x。一句.l.r) -Y(岛 -xpl ， r1 )}

"0+"'1 

= Xl 2: b(xo - I l' l , ro + rl){Y问， 1 ， r) - Y(xo - x1 , 1.rl) • Y问，O ， r)} ，

即方程(9)对 n=l 成立.

者方程(9)对 n=m一 1 成立，则

Y(x{J, r [l, Xl , r/ ,... ， x""r霄 .r)

Z机p( - x~r>f: r巾。，川"町."也 1 ， r...-l ， r)叩x~r川
'.+η 

=x阴阳p( - x...r) l" r""Xl 2: b(xo - X1 ，}山 + r 1){Y(xo.l , x z, r 2" 

J~.. 1=0 

r..._pr"'_ l' r) - Y(X{I - x l' l , r 1). 

Y(X1 , O.XZ ,r:n". ,.x",_1 ， r刷_..r) )exp(xMr)clr 

""+"1 

= x 1 .2:;b{Xo - x ., l , ro + r1){Y问 ， 1 ， zz ， r2 ，.. * ， X".山川一
.-, 

Y(Xo - x1 ,1 , r 1) 'Y(XI'O ， X~ ， 町，*. . .x""r锢. r) \ • 

方程(9)对 n=m 也成立.

因此.定理 2 对任意自然数 n 均成立.由定理 2 吁见 z 只要 ro+71 =SO+Sl'便有 Y(xo '

r"町，町 'X2 ， rp' *. ,x lI, rll , r)=y(XO , SO ,X1 , 51 ， X2'η …. ， xd ， r.. ， r). 因此，任何 n 阶 IRF 的计

算形式总吁归结为 Y(岛， ü'Xl ， rl'X2 ,rZ ,.…x.. ,r...r). 

2.2 离阶 IRF 与零阶 IRF 的关襄

高阶 IRF 与零阶 IRF 的关系可直接用定理 3 表示.

E定理 3]

其中，

+1 .El.-l , 的

Y川川，山山 =LIz， EfiEi[LIIE
b(xj - x"l, .r, + 1,_.E(i - 1.k))]Y(x..I，E(n.的，忡，

A(O) = 1.B(0) = 1. 

(12) 

(3) 
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A(m)=--墓 c。 ’ 
b(xt一日， ，ri+li-1E(i一 1， ))]Y(xi，， E(m，̂)，r)， 

Bcm 一 yc ，。， ，E c ， 一 苫 ；． 
证 明： 

当≈一1，方程(14)和(1 5)分别简化为 

A(1)一一∑b(xo一工1tz1，r )Y(xo· ，r1)， B(1)一y(工1，0，r )， 
fI 0 

故方程(12)可改写成 

Y(xo，0，X1 9rl,r)一 1·{∑b(xo一 ， ，r1)y(工。， 1tr)一Y一 (工 ，0，r1) 
f= n 

∑b(2o一：E1tz ，r1)Y(xo， ，r1)y(z1，0，r)) 
I‘ 0 

= 工 1∑b(z。一工 ， ， ){y(工。， 1，r)一y(工o，z1， )·Y(z ，0，r)) 
f】一0 

这便是定理 2的结论．即方程(12)对≈一1成立． 

若方程(12)对 ≈一m一1成立，则 

y(xo．0 1 1'．⋯  ，r_．r)一 一 
r_

^ ．0， ．r ⋯ 工一 l'r_-I,r) 啊 

一 ⋯  

i-1i- 墓。 ci mA 1 ‘̂一一 + ‘‘Ⅱ 
6(工̂一工。．1i,r。+ll-1E(i一1， ))]I fr-y( ，1．-1E(m一1，量)，r)e*-*dr． 

r- 

利用积分公式(11)，上述方程可改写为 

Y(xo．0， l，rl⋯ ．，五-，，．_，r)一 e- 

b(xk一工。， ，rl+ li-1E(i一 1．矗))]{Y(ẑ 一工．．L．r)一Y(xk— ．_， ．，r．)} 

(14) 

(15) 

+ L-iE(i一1， ))]y( ，L，r) 

⋯  ． -1 A( k)r 

b(xk一 而， ， + li-,E(i一 1t量))]y(工̂，‘tr_)y( ．_j0，r))· 

由^(m)和B(m)定义可知 上式{}中后一项等于Y(z⋯0 r)×A(m)／B(m)．于是， 

yc驯 ̂⋯ =垂 毒 。 J‘I ’⋯十J ‘．‘ 
b(xk一而，li, +li-1E(i一 1， ))]y(工·， ．E(m， )tr)， 

∑ 

Ⅱ 

一∑ 

Ⅱ 
一 

∑。． 

．

Ⅱ一 

一∑ 

．

Ⅱ 

一 
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证明

~_ +,__ .E(j-l ,.'" 

叫=-E 能[且 ij
b(Xi - Xj ,1,. ,r, + 1._lE(i - 1 ，们 )JY(岛 "1，，. E(m ,k) , r) , 

10 ci =的
B(m) = Y <X..O.r.) .E(j .k) = I 

山时 11 (j> 的

当 n=l ， 方程(1 4)和 (5)分别简化为

A (1) = - L; b(xo - x，ιr， )Y(x，ιr山 B( J) = Y(x， .O.r山

故方程(2)可改写成

Y间，Q ，x1町 .r) = x , ' I L; b(x, - x，ιr，)Y(x"l，川- Y-l(X1 ,0"1) 
'L=O 

2: b(xo - X1ι 

=x冉1 L; b(问z岛0 一 z冉，，1ιt

这便是寇理 z 的结论.即方程(12)对 n=1 成立.

若方程(2)对 n=m-l 成立，则

Y间，O ，X1叫 ，... ， X. ， T. t←马卢J r'.y(XO川 .r，…X_1 ，T._1 ，训班
_ T ,+I. .E(õ -l.'" 

=e飞 -EZJ-23iij[Ell E 
b(x /t - x"l"T, + lj_1E← 1.的吼r'.Y(x， .I._1E(m - 1 .k) .r)e".'dr 

利用积分公式(11).上述方程可改写为

h 川" 川 r忖←…)= e气e川、vT E扣马 z 揣甜[生EI『气廿刊+材t言苔古言苔苔-叶1
b(x，岛品一 zξ.川， 1，- ，卢r， + 1'_1E(i - 1.k))J(Y(X, - x..1..r) - Y(X, - x..l..r.)) 

三+ι .Eμ-1 的

165 

(1 4) 

(5) 

=Ez, ·{232iE E bbh-z t r川+忖t冉一 1川.k)州叫晶的川〉沙川〉ηJYω"

-二-川川J仨z 错[阜且且，，，，+1，气
b削(x，冉品 -x冉'01丛• .卢r， + li_1E(i - 1.刮刀Y(x. ， I. ， r.)y(x....~O ， r) }. 

由 A(m)和 B(m)定义可知 E 上式 I )中后一项等于 Y(x隅 .0..) XA(m)!B(m). 于是，

"+ι .EU- l..U 

凡问印川，r) =自川主 3iiiEIE
b(X/l - x. , l. ,r , + 1,_lE(i - 1 ，的门Y(x..l.E(m.的，吟，
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即方程(12)对 n=m也成立． 

总之，定理3对任意自然数 均成立．由方程(13)、(14)~7C(15)定义的参数^和B可合 

并为一个参数 C：c( )一 强)／ ( ) ( 一0，l⋯ ·)． 

3 改进型辐射函数关于光学厚度的幂级数 

Y(xo，0， ，r ， ，r2，．⋯  ，rd'r)关于光学厚度r的幂级数见定理4 

【定理 4】 

y( 'o' ：⋯ r)． p( )一疗 ．妻 [ ] 。 ． 
J 1 _-l，- ，1_ 0 J= 1 ，’ 

其中， D(。)一1， 

( 一 1，2⋯ ．)， (16) 

D(m)一一 — — 旦 一 r卅三。 。十1’ (m一1，2⋯．)， 
。Ⅱ ∑ ( +z，+1) 
E ●+1J= + 1 

证明 ： 

当n=1，根据方程(17)、(18)，我们有 

D(O)一 1． D(1) 

故，方程(16)可写成 

Y(xo，0， 1， 1，f)·exp( 1r) 

蓦0 
．  

⋯  

一 毒 』一0 ⋯ 

F去l可 ，， r1+1+r ’ 

‘ 音 “一一 可1．1 r[-]-ll-]-1} 

Ⅵ一 善 予 
一  xp[( --Xo)r]dr= ， 。．f)唧 ( )dr， 

上式与 IRF的定义式(6)--致．因此 ，方程(16)对n 1成立． 

若方程(17)对 —m—l成立，则 

(YIxs)一 ·Y(x。，0， ，r ⋯．，‘ ， ，f)·exp(五 f) 
j-1 

· Y(x0，0， 1， 1⋯ ．，j 一1，， 一1，f)·exp( mr)dr 

∑ [Ⅱ 
1· ⋯ r 一l一 0 严  

兰 = D( ) 

Ⅱ ∑ 

· ， 一墨 l(,i+tj+1)exp’[c如一 r]打 

(17) 

(18) 

一Ⅱ 

 ̂

r  

= 
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即方程(12)对 n=m 也成立.

总之.定理 3 对任意自然数 n 均成立.由方程(13人 (14) 及o日定义的参数 A 和 B 可合

并为一个参数C，C伪)=A(是)/B(是〉 伪 =O ， l ，..~).

3 改进型辐射函数关于光学厚度的事级数

y(岛， Q ， x1 ， r11岛 ， r2.... ， X，.，口，，)关于光学厚度 r 的幕级数见定理 4.

E定理 4]

Y问 O.x1 ， r1 ，:.. ， x~ ， r~ ，!") 叩x.，) = 吉ZJJMEO[吉飞「兰]
1 + 

F 
I + r v <

-
H
五J 

r 2 组 t D[晶}
一一

'-0 II I; (r, + 1, + 1) 
，-企+l}=.t+l

其中D(O) = 1 , 

毛斗 D(晶) Ï: 
Ð(m) ) ~ t"m1-J+I 

'-0 II I; (r, + 1, + 1) 
'=-'+1)= 01;+1 

(n = 1 , 2 ,...), 

(m=1 , 2. ‘. . ), 

证明 z

当 n=l.根据方程(7)、(1肘，我们有

D( 0)=1 , D( 1) =一一一 1 一一-:-1"1 ("-1 +'1 +υ. 
r , + 1, + 1ι' 

故，方程(6)可写成

y(岛 ， O ， Xl" TpT) • exp(x1 l'") = 

zι 手丝且L二豆止{一一一L一俨矶川川1汁川川+材叫Jι，+钊1 一-一L一川川+叫扫
伊怡H。 tU1J1 飞 r ， + 1ι， + 1" r叫， +1ι， +1γ

号、 (x一 - XO}'l rr .....L. l , Cr .. r 手、 h 川1，
= x, 2..:一牛一一一一 I ,-',+I,d, = xd ,-', [2..:一一一一~r'Jd，

Vo lJh JZE yrol11 

=41fEexp[[Zl 二 zρr]dr=Zlj;fEY问川叩X1T)d-r , 
上式与 IRF 的定义式(6)一致.因此，方程 (16)对 n=九成立.

若方程(17 )对 n=m-l 成立.如l

(II X, )-1 • y(x，山x1 ，rl ，...， x""山r.川'..，1"叫) .叫[问z岛~，

= 1 ，-'ρ刷畸叫[丑X})-俨}γ尸-→， • y(问Z冉0川，0叶f轩1υ归，.…‘. • ， X...- 1尚，川山r.细…T). 呵[ωx...r) d-r
d 飞-白，-，

2 [4耳乓俨严旦]E 细卢川D趴川(ω晶
1叶‘./2 ，午2γ‘ ./...-1翩r→→， -0 i-l "')' 1_0 II .L: (r

j 
+ IJ +}) 

，-企+1)-.t +1

|fJA1飞+IJ+Uexp[(x... - x.._1) -r]d-r 
d 气E

(1 6) 

07 ) 

(8) 

可

回

• 
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一  [疗 ] — L  
⋯  

’ 。Ⅱ ∑ (rj+f，-I-1) 

． r r_十f_+毒 t d 
r_ 

一  [疗 ] T L  
⋯  

。Ⅱ ∑ (rJ+ +a) 

· (rJ童 ‘。 ”一r．，量，t。 - ) 

一  [疗 ]( —— L  
⋯ 。Ⅱ ∑ (rJ+ +1) 

r 童 ”+D(m)) 

=  

置_。[疗J--1 当薹 _ ⋯--f_一0 ’J’ -。0 D(五) Ⅱ∑(rJ+ +1) 
此即方程(16)，故方程(16)对 —m也成立． 

因此，定理 4对任意自然数 均成立． 

由定理 4可以证明以下性质： 
’ 

(1)D )是 r1、 ⋯ ．，r．的厶 (rjq-l~-F1)次多项式IY(xo，0，zl，n⋯ ．， ，r_，r)×exp 
⋯  

r)关于光学厚度 r之幂级数是光学厚度量的 (rJ+ +1)次多项式}y(‰，0， ， 

⋯ ．， ，̂ ，r)关于光学厚度r之幂级数的最低次幂不低于 +r +r2+⋯ +r1． 

(2)Y(xo，0曲 ⋯ ．， ，r．，r)关于光学厚度r之幂级数的最低次幂项 为 

其中， 

y．一Ⅱ ·∑ 

D (m)=一∑ 

D’(矗) 

Ⅱ ∑ ( +1) 
童 +1 =l⋯2．．)， (19) 

D (0)一 1， (2O) 

D ’(矗) 

Ⅱ ∑ ( +1) 
●一I+ “-k+1 

童．( +1 (m一1⋯2．．)． (21) 

(3)当大气散射相函数与大气单次散射反照率之积与高度无关时，辐射函数关于光学 

厚度之幂级数可简化为： 

Y(xo，0，z1⋯0⋯ ，0，r)·exp(x．r)·(Ⅱ )一 
j-1 

=  

。嘻1 客 - ⋯··f．一0 J一 ’J I一0 D。 (̂) Ⅱ∑( +1) 
·一 +̂1／--k+1 

，童．‘ =l⋯2．．)，(22) 
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3 期 尹 球 B 大气短波辐射传输之辐射函数的改进

1. .1. 丸。[古只严]Z

-jLf叫-EJV川dr

D伪〉

II ~ (r, + 1, + 1) 
，-晶+Ij-晶+，

= 24坠节42]5377且坐
,1.._0 j-I ~I. "-0 rr 2: (r, + 1,- + 。

1-1+1j-'+1 

• {r，飞，-E仁Jy，，川+村叫d与'，+叫口一 r.翩，王1Jf《υV俨

=4142ve[吉乓俨且卫星
rJi1f阳川

D伪〉

II ~ (r, + 1, + 1) 
,"'''+1,'''''+1 

=气t..t 去 [嘻吉飞「严旦孚 D川 rJjA牛tvii扛ρ护"产川衍飞呐W川川叫J川附m川叫叶m叩川+忖叩飞"飞,\ . 
二日~ (r, + ι+ 1) 

;-晶+1，->>1

此即方程o肘，故方程(6)对 n=m 也成立.

因此，定理 4 对任意自然数 n 均成立.

由定理 4 可以证明以下性质:

167 

(1) D伪〉是町、巧，. þ • ，口的~ (r，+I，+O次多项式 'Y(X{I， OJXl ， rlJÞ" ，岛 ， r.. ，，) Xexp 

ω关于光学厚度 r 之事级数是光学厚度量的EVL+l〉次多项式J Y(X{I' 0 , XI' 

r,…. ， x.山，。关于光学厚度 r之事级数的最低次事不低于 n+r，+r，+... +凡·

(2) Y(xo ,0 ,XI ,rl" . • ,x.. ， r. ，。关于光学厚度 r之事级数的最低次事项 Y. 为

汇=古z2· 去同号'ω ".f+l忖1) (n = 1.2....). (9) 
,-, 1-0 II ~ (r, + 0 

;-晶+υE品+，

其中， D' (0) = 1. (20) 

平 D. (晶〉呈(，.，+υ
D'(m) = ι~ ~剿，.+， (m= 1.2.. ..). (20 

1-' II ~ (r, + 1) 
，-晶+l>-品+，

(3) 当大气散射相函数与大气单次散射反照率之飘与高度无关时，辐射函数关于光学

厚度之事级数可简化为:

Y(问z岛岛川@们'(I，O阳J尚ι1' 0 ，ι0仇'……• ,X.. ι r忖) • 叫〈问z岛U川.r)) , (II x ,)-' )-' 1 

=tt兰2 咱乓俨且句1乡捆牛牛绷伪ω)- r，护μ.
II ~ (叽1， + 1υ >

;-'+1J-"+1 

(n = 1.2.. . • ) • (22) 
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其中 

D一(m)一一∑ 

D一 (0)= 1 

D 一 “ ) 

(23) 

，童 ( (m：l⋯2．．)． (24) 
。Ⅱ ∑ ( +1) 
i- +̂ 1J一^+ t 

实际应用时，高于某一次数的散射光可忽略不计．本节结论可能有助于确定计算至哪次 

散射光时递推过程可结束． 

4 结语 

在文献[1]的辐射函数定义中，假定大气散射相函数与大气单次散射反照率之积 

(4 P’)与高度无关．本文将 P 表示为大气光学厚度的多项式，从而比P 与高度无关假定 

更符合实际大气．相应地，辐射函数(RF)的定义推广为改进型辐射函数(IRF)，IRF是非负 

函数，RF是 IRF的特例． 

由于散射光计算的大部分时间花费于对光学厚度的积分，而各次散射光方程中的对光 

学厚度积分均可归结为 IRF形式．因此 ，利用本文给出的 IRF解析性质 ，快速准确地计算 

IRF，可大大提高大气多次散射的计算效率．至少，IRF的引入指出了一种处理大气多次散 

射的新途径． 

IRF概念(包括 RF)可应用于各种涉及大气短波辐射传输的研究工作．例如，云、大气气 

溶胶及微量气体的卫星遥感． 

参考文献 

1 尹 球，张肇先．大气科学，1993，17(4)}469~476 

IM PROVEM ENT
．

OF RADIATIVE FUNCTI ON IN ATMOSPHERIC 

SH0RT W AVE RADIAT10N TRANSFER 

Yin Qiu Zhang Zhaoxian Kuang Dinbo 

(Shanghai Ins~iaax。，Technical Physicst Chlnes~Academy of Sm Ⅻ ，鼬d 200~3t China) 

Abstract The definition of radiative fUnction in atmospheric short wave radiation transfer 

was improved to include the variation of the product of atmospheric scattering phase func— 

tion and atmospheric single scattering albedo with height．The properties of the improved 

radiatire function (IRF)were studied，which include the relationship between multiple 

scattering light and IRF，the analytical recurrence formula of IRF，the analytical relation- 

ship betweem high order IRF and zero order LRF and the power series of IRF about optical 

depth． 

Key w0i-ds radiative’functi0n
，atmospheric scattering，multip1e scatteri“g，short wave 

radiation，radiation transfer． 
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其中 D"CO)=I. (23) 

Dutm> E-2 D"(k) ;"川、
用 一一一一-一---T"'l_τ+ ，、.， '晶， (m = 1.2....). (24) 

H 口2:: Cl) + 1) 
，-企+l}=企+【

实际应用时，高于某一次数的散射光可忽略不计.本节结论可能有助于确定计算至哪次

散射光时递推过程可结束.

4 结语

在文献 [IJ 的辐射函数定义中，假定大气散射相函数与大气单次散射反照率之积

C4"P' )与高度无关.本文将 p'表示为大气光学厚度的多项式，从而比 p'与高度无关假定

更符合实际大气.相应地，辐射函数CRF)的定义推广为改进型辐射函数(IRF) .IRF 是非负

函数.RF 是 IRF 的特例.

由于散射光计算的大部分时间花费于对光学厚度的积分，而各次散射光方程中的对光

学厚度识分均可归结为 IRF 形式.因此，利用本文给出的 IRF 解析性质，快速准确地计算

IRF.可大大提高大气多次散射的计算效率.至少.IRF 的引入指出了一种处理大气多次散

射的新途径.

IRF 概念(包括 RF)可应用于各种涉及大气短波辐射传输的研究工作.例如，云、大气气

溶肢及微量气体的卫星遥感.
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IMPROVEMENT OF RADIATIVE FUNCTION IN ATMOSPHERIC 

SHORT WAVE RADIATION TRANSFER 

Yin Qiu Zhang Zhaoxìan Kuang Oinbo 
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Abstract The definition of radiative function in atmospheric short wave radiatìon transfer 

was improved to include the variation of the product of atmospheric scattering phase func

tion and atmospheric single scattering albedo with height. The properties of the improved 

radiative function CIRF) were studi叫. which inc/ude the relationship between multiple 

scattering light and IRF. the analytical recurrence fo口nula of IRF. the analytical rel~tion 

ship betweem high order IRF and zero order IRF and the power series of Il主F about optical 

depth. 

-Key words radiative function , atmospheric scattering , multiple scattering , short wave 

radiation , radiation transfer. 
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