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f 要以计算机视觉的不变性理论为基础，用飞机红外国像边缘中的角点反映飞机的几何结 
构．然后对飞机的角点应用变化，以构造出两种不变特征，实验表明迭两种特征具有一定不变 

性．推导了Mahalanobis距离的丑秽、旋转和仿射不 变性 并应用到空中目标 的识别．实验表明 

基本不变量，其它许多不变量都可以从交比推导得到．Mahataaohis臣离具有在仿射变换下 

的不变性．当导引头和空中目标的位置发生变化时，所形成的图像会发生一定变化，但在一 

定的范围内，存在一些不变量．本文利用交比和Mahalanobis距离求空中目标在一定范围内 

的不变量，工作是探索性的． 

1 交比的应用 

图 1中，我们把(AB·CD)／AD·BC)定义为这 4点按顺序的交比，并记作(AB，CD)，见 

式(1)．图2中设 ， ，z，m是线束 的4直线，则其交比如式(2)． 

(AB，CD)一 面AB而~CD
， (1) 

( )一 掣． (2) 
sin(i )·sin(ff) 

如果线柬?的4直线i，J，z，m被任何一条直线截于4点J，J，工，M，如图2，则(IJ，LM) 
= (巧，lm)，证明见文献[1]．可以证明，在射影变换的作用下，点列的交比保持不变，即点列 

的交比是射影不变量． 

通常一个飞机红外图像的边缘是由线段和曲线组成的，我们把线段和线段之间、线与曲 

线之间的交结点以及曲线中的大曲率点称为角点．由于曲线可以近似地用一段或几段直线 

表示，这样飞机边缘就简化为点和线段组成，实验中我们就采用这种简化模型．其中角点反 

应了飞机的几何结构，因为顺次连接这些角点就可以得到飞机的边缘．我们就在这些角点的 

基础上应用交比．图5是实验中使用的模型，这样既简化了问题，又不防碍对不变量的计算 

分析，有利于理论原则的阐述．实验中首先对图像进行目标分割，找到目标并对目标进行二 
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T月'5 9/. 乡/
人要叫阳不变性…础用叫…叫M飞…结
梅.然后对飞机的角点应用变化，以构造出两种不变特征，实碴表明这两种特征具有-定不要E

性推导了 Mahalanobis 距离的平移、旋转和仿射平变性，并应用到空中目标的识剔，实验表明

骂法注:tttLM离在南十空中盼、识是1
旷|言 芹在例位:f:x:j\-千如硝

不变性是指几何图形在数学变换的作用下，仍然保持不变的怪质:交配是射影变秧下的

基本不变量.其它许多不变量都可以从交比推导得到. Mahalanobis 距离具有在仿射变换下

的不变性.当导引头和空中目标的位置发生变化时，所形成的图像会发生一定变化，但在一

定的范围内，存在一些不变量.本文利用交比和 Mahalanobis 距离求空中目标在一定范圄内­

的不变量，工作是探索性的.

陈昕向使勇V杨宜禾
(西安电子科技大学技术物理系，院西，西安 .710071 ) 

交比的应用

图 1 中.我们把(AB ， CD)/AD.BC)定义为这 4 点按顺序的交比，并记作 (AB ，CDλ 见

式cl ).罔 2 中设 i .j ， l ，m 是钱束 T 的 4 直线、则其交比如式(2).

1 

(1) 

(2) 

如果线柬T 的 4 直线 i t}.l.m 被任何一条直线截于 4 点 1 ,J ， L.M ，如图 2.则(JJ ,LM) 

= Cij.lm) ，证明见文献 [IJ 可以证明.在射影变换的作用下，点列的交比保持不变，即点列

的交比是射影不变量.

通常一个飞机红外图像的边缘是由线段和曲线组成的，我们把线段和线段之间、线与曲

线之间的交结点以及曲线中的大曲率点称为角点.由于曲线可以近似地用一段或几段直线

表示，这样飞机边缘就简化为点和线段组成，实验中我们就采用这种简化模型.其中角点反

应了飞机的几何结构，因为顺次连接这些角点就可以得到飞机的边缘，我们就在这些角点的

基础上应用交比.图 5 是实验中使用的模型.这样既简化了问题，又不防碍对不变量的计算

分析，有利于理论原则的阐述.实验中首先对图像进行目标分割.找到目标并对目标进行二

AB. CD 
(AB.CDl = 一-一一-­AD • BD' 

A 、 A

sin(il) • sin(jm) 

^ ^ sin (im) • sin (jl) 
(iJ.lm) 

:0.. 
、
B 

J 
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图 1 共线 4点的交比 

Fig．1 Cross—ratio of tour collnear dots 

图 2 共点 4线的交比 

Fig．2 Cross—ratio of four co-dotted lines 

兽老盎 鬻 苹 茹下耙眦 锚骺进 
。

’ ～  
图 3 飞机边缘的交比 

Fig-3 Cross—ratio o／air plane edge 

图 4 飞机边缘特祉 

Fig．4 Feature ot air plane edge 

如图 3，设飞机边缘上有一角点 P。，在角点链中它的前两点是 P 和 P。一t，它的后两点 

是 P 和 P ，根据式(2)，可求出一个交比Cr．；对于每个角点，都可求出一个交比Cr~[i= 
Ⅳ 

1，2⋯ Ⅳ]，由这些Cr,，可得新的不变特征R=(兀Cr ) ，其中Ⅳ是飞机边缘角点数．对于 

不同的图像，由于提取角点的起始点不相同，所以每个c 并不相同．例如：图像 1得到的交 

比是 ，图像 2得到的交比是 。，Cr。≠c ，但是由于提取角点的顺序相同，实际上D 。一 

Cr。+ ，m是个可变的整数，它与两幅图中边缘搜索的起始点有关，但不管 m取值多少，R肯 

定是相同的． 

图 4给出另一种描述飞机外形的不变量特征，我们首先在飞机边缘上取连续点 A、B， 

延长A、B得直线AB，沿飞机边缘逆时针依次寻找与AB相交的直线，得EF与AB交点c， 

GF与 AB交点 D，显然 A，B，c，D共线 4点，可得 4点交比为 

Gs=鲁 ． 
对飞机边缘的任何两角点，我们都可以得到一个 c％，假设飞机的角点数为N，可得新的不变 

Ⅳ 

特征 S一(兀c ) ．显然，对于不同的图像，得到的c目不一定相等，但在一定姿态范围内， 
t一 1 

不同图像上得到的CS 序列只是在序号上对应不同，它们的积肯定相同，所以 也相同． 
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图 1 共统 4 点的交比
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图 2 共点 4 缉的交比

Fìg.l Cro幽-ratio of four ∞linear dots Fig. 2 Cross-ratio of four ∞-dotted lines 
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图 3 飞机边缘的交比 因 4 飞机边缘持祉

Fig. 3 Cross-ratio of air plane edge Fig. 4 Feature of air plane edge 

。

如图 3.设飞机边缘上有一角点孔，在角点链中它的前两点是 P.- 1和 P，斗，它的后两点

是 P， +l和 P'+2'根据式 (2) ，可求出一个交比 Cr，;对于每个角点，都可求出一个交比 Cr， [i=
N 

1 ， 2."NJ. 由这些 C町，可得新的不变特征 R=<nCr，沪剧，其中 N 是飞机边缘角点数.对于

不同的图像，由于提取角点的起始点不相同，所以每个 Crô 并不相同.例如 g 图像 l 得到的交

比是 Cγ，.图像 2 得到的交比是 Crr"Cr.#Cr气，但是由于提取角点的顺序相同.实际上 Cγ'=

Cr，忡 .m 是个可变的整数，它与两幅图中边缘搜索的起始点有关，但不管用取值多少 ， R 肯

定是相同的.

图 4 给出另一种描述飞机外形的不变量特征，我们首先在飞机边缘上取连续点 A、B.

延长 A 、B 得直线 AB.沿飞机边缘逆时针依次寻找与 AB 相交的直线，得 EF 与 AB 交点 C ，

GF 与 AB 交点 D.显然 A.B ，C.D 共线 4 点，可得 4 点交比为

GSAC -BD 
一-AD. BC 

对飞机边缘的任何两角点，我们都可以得到一个 Cs" 假设飞机的角点数为 N.可得新的不变
N 

特征 s= <ncs， )"N， 显然，对于不同的图像，得到的 Cs， 不一定相等.但在一定姿态毡围内，

不同图像上得到的 cs， 序列只是在序号上对应不同，它们的积肯定相同，所以 S 也相同.

、
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口  
姿忐 套念 ! 姿态 3 

囵 口  
姿态 4 瓷盎 姿态 6 

图 5 宴骚 机 

Fig．5 Airplanes in the experiment 

我们进行了大量实验，表 1给出一组实验数据．实验表明．各角点的交比和两种新特征 

在同一飞机的一定范围内的不同姿态下具有不变性．这一方面用实验证明了交比的不变性， 

另一方面也说明了用交比构造的新不变特征是成功的，具有很好的实用价值．这种方法的主 

要误差源是图像数值化引起的误差． 

表 1 飞机边缘交比 

Table 1 Cross-ratio of airplane edge 
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我们进行了大量实验，表 1 给出 组实验数据.实验表明，备角点的交比和两种新特征

在同一飞机的一定范围内的不同姿态下具有不变性.这 方面用实验证明了交比的不变性，

另一方面也说明了用交比构造的新不变特征是成功的.具有很好的实用价值.这种方法的主

要误差源是图像数值化引起的误差.

表 1 飞机边缘交比

Table 1 Cr咽s-ra剧。 of airplane edge 

坚态 2 3 4 5 6 万皇

R 2.61376 2.5430:-\ 2.61692 2唱 53981 2唱 62007 2.5 巳658 。.00162

<<} 1ι6077 14唱 5622 14.6299 14.5401 }4 .6120 14.5581 0.00108 
cr2 0.79026 0.74460 (1. 79::::32 0.74254 。唱 79436 0.74048 0.00062 
,,3 6..52123 ι47561 6.52333 6.45355 6. 54539 6. 47149 0.00100 

'" 。. 80887 lI.76321 0.81093 {). 75909 O. 81299 。唱 73909 0.00087 
cr5 :;1. .76102 3.6B535 3.78307 3.72329 3.79513 3唱 70924 O. 因 137

,,' 2.30054 2唱 25488 2.30259 2.25382 2. 32466 2.22079 O. 四 129

'" 2.20560 2唱 15994 2.24766 2.15788 2.20972 2唱 13583 O. 四146

,,8 6.08878 自唱 04312 6. 12084 1). (l r-i l06 6.09289 6.01089 。唱 00187

,,9 O.8047u O. 75904 0.82676 0.76&98 。- 80882 0.73492 。唱 00103

S Q.45699 。唱 35198 0.46201 0.36751 il.13704 。唱 34307 。唱 00250

C电1 1.85684 1.82112 1.86890 1.80912 1.86060 1. 78706 。唱 00091

,,2 0.32680 O. 28014 0.32786 0.27808 0.33992 0.25603 0.00097 
cr3 1唱 62290 1.57724 1.64496 1.54518 1.62715 1.57312 。唱 00125

巳吨4 0.20859 Q.16294 0.21066 0.15882 。.21272 o. 16581 0.00105 
四5 。唱 73883 0.67316 0.76089 0.69111 0.74285 0.66910 。唱。0131

cs6 1.07029 1.02463 1. 09235 1.04252 1.08441 1.01051 0.00092 
,,7 1.21832 1.12266 1.16413 1. 14060 1. 19244 1. 13854 Q.00111 
四8 0.33678 。，且7112 。唱 33884 O. 26906 0.28965 0.21700 。唱 00162

cs9 1. 56553 1.51987 1. 56759 1. 51781 1.56965 1. 51575 Q.OO日98
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2 Mahalanobis距离的应用 

在数理统计中，观察样本 到 的 Mahalanobis距离平方为 

— Ex— ]∑ 一时． (3) 

当我们把Mahalanobis距离应用到描述飞机边缘特征时，式(3)中的变量定义如下：设飞机 

边缘有Ⅳ个角点，第 i个角点的坐标是 ，Y．]，则 

一 [置 ， 

z=Ez~， ]‘一[ 一 ／N， 

∑一{孝( 二竺) —M 

(4) 

(5) 

(6) 

下面我们来证明Mahalanobis距离的平移、旋转和仿射不变性． 

2．1 Mahalanobis距离的平移不变性 

设飞机边缘在图像中平移了(n，6)，显然 z 一 ， 一 与平移无关，由式(6)得∑也与 

平移无关，由式(3)得 Mahalanobis距离与平移无关，即Mahalanobis距离的平移不变性． 

2．2 Mahalanobis距离的旋转不变性 

由于Mtahalapobis距离有平移不变性，为了证明方便 ，我们假设[ ， 一Eo，O] ，这样 

的假设不妨碍证明的一般性，设旋转矩阵为 户，有 

户一 

则旋转后点 z—Ex 的新坐标为一=px．因此旋转后的Mahalanobis距离的平方为 

一 [薯 ．]户t∑‘一 户(五)：( y ) (户t)一 ∑～ 户一 户( )一 、 
c
， 、 I， 

由此得出Mahalanobis距离有旋转不变性． 

2．3 Mahalanobis距离的仿射不变性 
‘  f z ％] 

设平面上一点户的齐次坐标为( ，y，1)，则在仿射变换为T—l Pol和 

【0 0 l J 

l l≠。下的新齐次坐标为(n +％+ ，卢 +卢 +岛．1)．如果用非齐次坐标表示坝 
变换前和后的坐标分别为 ， ]和[ +％ + ， + + ]-所以仿射变换可以表示为 

f12 y
+ 
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2 Mahal皿obis 距离的应用

在数理统计中，现察样本工到lμ 的 Mahalanohis 距离平方为

)', = [x - I' J L; ~l[.x - I'J'. (3) 

当我们把 Mahalanobìs 距离应用到描述飞机边缘特征时，式(3) 中的变量定义如下:设飞机

边缘有 N 个角点.第 z 个角点的坐标是[x" y ,], )l!IJ 

x=[x,y.-]t, 

μ=[屿. J.<, J'= [吝Z目'吝山N

二=(唁主 (CC;::二工之刀丁工工刀::刀:) [x, - I'rY, - l'yJ ) /N 

(4) 

(5) 

(6) 

下面我的来证明 Maha la nob is 距离的平移、旋转和仿射不变性-

2. 1 M ahalanobis 距离的平移不变性

设飞机边缘在图像中平移了"咽的，显然 x， ι 'Yr - JJ;y与平移无关，由式 (6)得Z也与

平移无关，由式 (3)得 Mahalanohis 距离与平移无关， ß~ Mahalanohis 距离的平移不变性.

2. 2 Mahalanobis 距离的旋转不变性

由专M1.halapo hi. 距离有平移不变性，为了证明方便，我们假设[ι ，μ，J'=[o ， oJ'，这样
的假设不妨碍证明的一般性电设旋转矩阵为户，有

(C咀sO sinO 、

户 =1
飞 sinO cos fJ l 

则旋转后点 x=[x，y.J' 的新坐标为 .x'= 户z 因此旋转后的 Mahalanohis 距离的平方为

IX.\ JX;\ 
严 = [x,y ,]p' L;'~l p( '1 = (x，y，)扩〈户'γ1二 -1户 1 户( 'I=)'~. 

、 y，' 、 y，'

、

由此得出 Mahalanobis 距离有旋转不变性-

2. 3 M ahalanobis 距离的仿射不变性
a 1 a2 Q {J 

设平面上一点户的齐次坐标为{川，1).则在仿射变换为 T=I β1β， ßo I 和

o 0 1 

|α1 吨||手。下的新齐次坐标为 (a，r+鸟+αQ.ß1X+β2'+品，1).如果用非齐次坐标表示.则
ß， β， I 
变换前和后的坐标分别为[x.yJ和 [a ，r+鸟+αO.ß，r+ß，，+ßo]. 所以仿射变换可以表示为

) 
叫

F

( + ZJ ( 飞
、
-
-
f
'
'

吨

A

m「

a
n

( 
-
一

) JAJY ( 

、

~ 
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上式的仿射变换相当于一个线性变换再加上一个平移．设线性变换后∑一P∑P ．线性变换 

后的 Mahalanobis距离的平方为 

—  ， 
， 户‘∑ 户( )一 ，， 户 c户 一l∑一 户一 户( )一 、v

，
， 、 ， 

所以Mahalanobis距离有线性变换不变性 ，进而可得 Mahalanobis距离有仿射变换不变性． 

表 2给出一组实验数据，飞机姿态见图 5．实验中，对每个角点求出一个 Mahalanobis 

距离，最后把这些距离组成一个向量．向量中把最大距离放在第一个，其它的按角点顺序排 

列．由表 2可以看出，Mahalanobis距离的确具有在一定范围内的不变性 ，可以用于对空中 

目标的识别．与前一种边缘交比方法相比，后者只具有仿射变换不变性，没有射影变换不变 

性，因而前者应用范围广}前者需要飞机边缘至少 5个以上角点，而后者不需要；前者在角点 

较多时计算量比后者大．当前汉字识别的研究工作是一个大家都比较感兴趣的课题．而汉字 

识别中的一个重要工作是解决汉字的平移，旋转和大小变化带来的困难．现在人们普遍采用 

神经网络来解决这个难题，并取得了一定的成果．我们认为如果能正确的提取汉字的端点、 

拐点或交叉点，然后在此基础上再求这些点的Mahalanobis距离向量，也有望解决这个问 

题．以上我们对 Mahalanobis距离向量的应用所作的一些想法和分析，有待进一步实验检 

验． 

表 2 飞机的 Mahalanob~距离 

Table 2 Airplanes M ahalanohis distance 
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上式的仿射变换相当于 个线性变换再加上一个平移.设线性变换后工= P"S PZ 9线性变换
后的 Mahalanobis 距离的平方为

立~，-】 II，\ ，，--'~l II,\ 
Y'~~[.r"y.]p‘主J pl 1~[.r"y.]p'(p')-I 2.J p- lpl I~r七

飞 y， 1 、 Yi'

所以 Mahalanobis 距离有线性变换不变性，进而可得 Mahalanobis 距离有仿射变换不变性.

表 2 给出 组实验数据.飞机姿态见囡 5. 实验中.对每个角点求出一个 Mahalanobis

距离，最后把这些距离组成 个向量.向量中把最大距离放在第一个，其宫的按角点顺序排

列.由表 2 可以看出. Mahalanobis 距离的确具有在一定范围内的不变性，可以用于对空中

目标的识别.与前一神边缘交比方法相比，后者只具有仿射变换不变性，没有射影变换不变

性.因而前者应用范围广，前者需要飞机边缘至少 5 个以上角点.而后者不需要 s前者在角点

较多时计算量比后者大.当前汉字识别的研究工作是一个大家都比较感兴趣的课题.而汉字

识别中的 个重要工作是解决汉字的平移，旋转和太中变化带来的困难.现在人们普遍采用

神经网络来解决这个难题.并取得了 定的成果.我们认为如果能正确的提取汉字的端点、

拐点或交叉点.然后在此基础上再求这些点的 Mahalanobis 距离向量.也有望解决这个问

题.以上我们对 Mahalano bis 距离向量的应用所作的一些想法和分析.有待进一步实验检

验.

表 z 飞机的 Mahalaoobis 距离

τable 2 Ai'l归oes Mahal四obis distaoce 

事态 mahl mah2 mah3 mah4 mah5 ma16 ma17 mah8 mah9 

1 5. 25D3 0.7427 3.0431 。.7102 1. 8341 1.9341 O. 7402 3.1065" {1. 5643 

z 5.2965 0.7332 3.1037 Q.728ü L 8361 1.8873 O. 9695 Z、 8635 {J. 6824 

3 5. 3622 0.7174 2.9555 0.7687 1. g562 1. 8538 0.7731 3.0762 0.6969 

4 5.2372 0.7153 2. 9682 Q. 7310 1.8909 1.9295 0.8041 3. {1101 {J. 7:210 

5 5. 3283 0.7076 3.0052 0.7294 1.8430 1.8576 0.8477 3. Ðl 39 0.6955 

6 5. 3413 0.6768 2. 9536 0.7209 1.8170 1.8238 0.7969 3.0395 0.7202 

均值 5. 3026 Q.7155 3.005 0.7314 1.8462 1- 8810 {I.8053 3.0349 O. 6951 

方差 0.0021 0、 0004 u. 0029 0.0003 Q.OO{l5 {J. D016 {J.{)019 Q.0022 O. 0005 
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