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 ̂lH
■蔓 培出了构造 自傅里叶函数的 两项希：”法剜，井讨论了它的优缺点．它和Caola法则互为 

神充． 

关麓调 傅里叶变换，函数构造． ， 厂 
J／f ] L，／ 

引言 ‘ ／[／／ ／， f 

自傅里叶函数就是其傅里叶变换与原函数相同的函数．人们原来只知道两个傅里叶函 

数 ，即高斯函数和狄拉克梳状函数．1991年 CaolaE 指出有无穷多的自傅里叶函数 ．他给出 

了柯造 自傅里叶函数的一种法则．{992年 Lohmann和 Mendlovic嘲在光学领域里使用类似 

的法则产生了光学中的其它几个 自变换函数 ，如离散 自傅里叶函数 ，自分数 Talbot函数等． 

还给 出了能实现 自傅里 叶变 换 的奇数次循环 的光学变 换装置啪．1994年 ，Mendlovlc． 

Lohmann和 Ozaktas∞又把它推广到分数 自傅里叶变换，并对 自傅里 叶变换函数的成像特 

性作了较为详细的研究[5]．Cineotti．Santarriero[ 及 Lakhlakiat 等人也作了这方面的研究． 

1995年 LipsonC~3和I~nerjeeD 等人给出了光学领域中两个自傅里叶函数的实倒．本文给出 

了自傅里叶函数的又一种构造法，即 两项积 法则，并讨论了它的优缺点．它与 Caola法则 

r＼互为补充． 
U  

1 构造自傅里叶函数的“两项积”法则 

自傅里叶函数可用数学语言表达．若 ，( )满足 

广(“)= If(x)e一 d 一，(“)． (1) 
J 

则 ，(z)为自傅里叶函数．在 自傅里叶函数的发展过程中．处于主导地位的是 Caola[ 给出的 

法则．它表述为：对于任意可傅里叶变换的函数 g( )．下列函数 

， )一g(z)+ ( )+g(一z)+ (--x)． 。 (2) 

便 是 自傅里叶函数．式 (2)中 ( )表示函数 g(z)的傅里叶变换．但在式 (2)中，发生函数 

g(z)如果为一奇函数，则，0)将恒为O．得到的自傅里叶函数投有实际意义．有时候，g ) 

即使不是纯粹的奇函数，如[1-{-sin(fx)]／2，它表示一块正弦光栅，代入式(2)产生自傅里叶 

函数也没有多少实用意义．光栅的信号项为 sin(fx)．而得到的结果却和g( )等于 1／2得到 

的结果一样，完全失去了发生函数的光栅特征信号．为了克服这种柯造法则的不足，我们利 
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给出了构造吉傅里'专函数的"两项积'法剿，并讨论了它的优缺点.它和Caola 法刻互生

关组霄傅里叶吏换.量数构造、

------飞-田- /l!~?YO 引言

自傅里时函数就是其傅里pt变换与原函数相同的函数.人们原来只知道两个傅里梓函

数，部高新函数哥哥狄拉克梳状函数.1991 年 Caola[ll指出有无穷多的自傅里叶函数，他绘出

了构造自傅里叶函数的一种法则."1吉92 年Lohmann 和 M四dlovic[zJ在光学领域里使用类似

的法则产生了光学中部其它几个在变换函数，如离散在簿里叶函数，自分数 Talbot 函数等.

还给出了能实现自傅里pt变换的奇数次循环的光学交换装置臼J. 1994 年，Mendlovìc , 

Loh皿ann 和 O且ktas[<J又把它推广到分数自傅里时变换，并对自傅里叶变换函数的成像特

性作了段为详细创研究['J. Ci .. ∞时.，Sant町riero['J1>t Lakhl达尬的等人也作了这方洒的研究-
1995 年Lip回n[8]和Banerjee[町等人给出了光学领域中两个自傅里叶画数的实倒.本文绘出

了自傅里叶函数的又一种构造法，即‘湾项积n法则，并讨论了它的优缺点.它与Caola 法则

i〉互为补充·

主构造言部里叶函数的"两项租"法则

在傅里叶画数可愿数学语言表达，若 fCx)满足

Fω= 户ω (1) 

那烈。为自傅里叶函数.在自傅里时函数量号发展过程中，处于主导地位的是Caola[IJ给出的

法则.它表述为 2对于任意可傅里叶变换的远数 g(x).下列函数

火。=g(x)十g"(x)十g(-x)+g"(-x). (2) 

便是自簿里'专函数.式(2)中g"(x)表示画数以x)的傅里对变换.但在式 (2)中，发生函数

以对如果为一奇亟数，烈火d将恒为 O.得到的自傅里叶函数没有实际意义.有时候，别对

即使不是纯摔部奇函数，如[1十sin (fx) ]/2.它表示一块正弦光籍，代入式(2)产生自傅里叶

函数也没有多少实用意义.光栅费号信号项为 sin{fx).而得到部结果部和 g(x)等于1/2 得到

的结果一样，完全失去了发生函数的光摞特征信号.为了克服这种树造法刻的不足，我们利

·国家自然科学基金黄磁项目
本主 19困年 1 ß 19 日收到..政藕 1996 年 4 月 z 日被鬓
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用两项积来产生 自傅里叶函数，简称为“两项积”法则．表达如 F：设 g(z)为任意的可傅里叶 

变换的函数，则函数 

，( )~g(x)g(--x)+ ( )* (一 ) (3) 

为 自傅里叶函数．式(3)中符号“* 表示卷积．这一法则的证明和 Caola方法的证明一样简 

单．因为式(3)的傅里叶变换 

广 (“)一 (“)* (--u)+[ (“)] [ (--u) 
一  (“)* (--u)+g(--u)g(u) 

一g )g(--u)+g ) g (一 “)， (4) 

令式(3)中的 z为 “，并与式(4)对照，显然有 

(“)一，( )． 

这符合 自傅里叶函数的定义(见式(1))．因而式(3)两项积所构成的函数是 自傅里叶函数．其 

实例如下 ： 

例<1) g(x)=xexp[--~(ax)。]， 

，(z)一一xZexp(一2$／'a2X2)一 exp(一筹)； 
例(2) g( )一 feet(x~2)， 

，。)一--x~rect( ／2)+呈 笔}一—co s(i2jz一_x一)一—sin— (2 z—x)． 
例 (1)见图 1，图 1中g(z)表示发生函数，取 n一0．28．它是高斯函数与线性函数的乘 

积 ，是一个奇函数 {， )表示按“两项积 法则，即式(3)构成的自傅里叶函数． 

例(2)中，发生函数g(z)是线性函数 在区间[一1，1]的一段，它显然也是一个奇函数， 

由它按“两项积”构成的自傅里叶函数 ，b)仍然具有丰富的涵义(见图 2)． 

图1 自傅里叶函数例 1 
Fig．1 The SFF example(1) 

／1 ) 

一 一  

一一、y、 一 
— — 5 0 5 

图2 自傅里叶函数例 2 

Fig．2 The SFF example (2) 

2 对“两项积”法则的讨论 

“两项积”法则的优点是用偶函数、奇函数 、或非奇非偶函数作为发生函数都能产生有意 
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那两项积来产生自傅里叶函数，简称为"两项积"法则.表达如 f，设 g(X)为任意的可傅里叶

变换的函数，则函数

f(:c) =g(:r)g( - x) +g' (x忖 g'(-x) (3) 

为自傅里待盈数，式(3)中符号险费"表示卷积，这一法别的证明和 Caola 方法的证略一祥简

单.因为式(3)的傅里lJj-变换

r(u)=g'(u) 等 g'( -u)+ [g" (u)]'[g'( -u)]' 

=g'(u) 祷 g'( -u)+g( -u)g(到

=g(u)g(-u)十g' (u) 费 gF(-U) ，

令式〈主〉中的 z 为刻，并与式(4)~才照，显然有

r(u)=f(部).

(4) 

这符合自傅里叶函数的定义{见式门口，因而式(3)两项积所构成的函数是自德里，专函数.其

实例如下z

倒(1) g(x)=xexp[ -1r{ax)汀，

) "" 1- 1r(:r: !a泸 1rU'
fCL)=-X'εxp( -Z..a主x')一一一τ- ，一一εxp( - ~.:言】 s

ðNQ- aL 

例(2) g(x)=x rect{x/幻，

(21rx) cos(21rx) sin(Z1rx) 
f(β= -x'rect(x/2)十一一一一一一一一一一一一一一一一一

2 ,.-' x' ,.-' x' 

倒(1)见图 1 ，因 1 中 g(x)表示发生函数，取 a=O. 窍，它是高斯函数与线性函数的乘

积，是一个奇函数d(x)表示按"两项权"法则，郎式(3)构成的自傅里ut函数，

告毒 (2)中.发生函数 g(X)是线性函数 z 在区淘[-1.1]蚂→段，它显然也是一个奇函数，

也宫按"两项积"构成鹤自傅里叶盈数 f(X)仍然具有丰富剖涵义{见图 2).

g(r) 

j(d 

, 0 6 

图 1 自搏里lIt函数倒 1

Fig. 1 The SFF exa回plε (l)

z 对"两项积"法剧的讨论

j(r) 

-5 0 5 

002 自傅里叶量数辆 2
Fíg.2 The SFFεxample (2) 

"舜项积"法则的优点是用偶画数、奇函数、或非奇非偶盈数作为发生函数都能产生有意

』→-
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义的自傅里叶函数．但它的不足之处是，当 g )为一些特定的非对称断续函数时，如 

g(-r)=rect( —I／Z) 

或 g( )一comb( 一114) 

等，也会产生无意义的 自傅里叶函数．因此，本文提出“两项积”法则的目的不是完全取代 

Caola的法测．它们是一对简单而相互补充的构造法．使用时可根据需要合理选用．另外也 

可以用这两种构造法则的组合来产生另一些复杂的构造法则 一例如： 

，( )一占 (z)占(一 )+占( ) (一 ) 

+占 ( ) g ( ) g (--x)+ ( )*g，(--x) g (一 ) 

或 ， )一占 )+g(x)g(--z)+g(-- )+ )+g， )*g，(一z)+g，(一 )． 

显然，如合理使用两种方法的组合，既可消除 g( )为奇函数时带来的问题 ，叉可消除 g(z) 

为非对称断续函数时产生的问题． 

这些构造法则的用途和 Caola的法则一样，都是用来构造 自傅里叶函数．自傅里叶函数 

在光学方面的用处见文献 2～9． 
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CONSTRUCTING sFFs BY TWo TERMS OF PR0DUCT 

HHa Jianwen Liu Liren Li Guoqiang 

(Information( “cs 啪 ，Shanghai Ins~me D，( and Fine 

M~hanlcs．Chinese Academy Sc／enaes-Shang／u~"201800，China) 

Abstract The recipe of constructing SFFs by two terms of product was given，which is 

complementary to the Caola’s．Its advantages and shortcomings were dealt with- 

Key words Fourier transfosm ，function construction． 
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义的自傅里叶函数.但宫的不足之处是，当 g(x)为 些特定的非对称断续函数时，如

glr) =rectCx-l/Z) 

gcx) =comb(x-l/4) 

等.也会产生元意义的自德里叶通数.因此.本文提出"两项积"法烈的目的不是完全取代

Caola 的法源E 它们是一对简单而相互补充的构造法.使用时可根据需要合理选用.另外也

可以用这两种构造法刻的组合来产生另 J些复杂的梅造法则，例如 z

或

f <X) =g'(;c)g( -x)+g(x)g"( - x) 

+gP(x) 餐 g'(J')善 gF{ -x) +g"(X) 卦 g"(-x) 锋 gFc-x) 

f(x)=g让)+g(x)g(-x) +g( - x)+g"(x) +g"(x) 恰在F(_X)十g气工).或

显然，如合理使用两种方法的组合，既可消除 g(x)为奇函数时带来的问题，又可消除 g(x)

为非对称断续通数时产生的问题.

这些构造法部的m途和 Caola 的主是如j→样.都是思主在梅选自傅里叶函数.自傅里叶函数

在光学方茵的用处见文献 2~9.
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CONSTRUCTING SFFs BY TWO TERMS OF PRODUCT 

Hua Jianwen L阻 LÏ<en Li Guoqiang 

(ln/arm曲曲句tks La战及:rt.ttory， Sha唔hai l n.stitutt' 0/ C吵阳孟扭dF.向e

M~ha:nics .Chffir5r Acadony 0'/ Sri帽，且 .Shanghai 2{l18曲.China)

The recipe 01 四nstructing SFFs by two terms 01 proàuct was given ,which is 

complementary to the Caola' s. Its ad飞rantages and shortcomings wεred回It with , 

Fouri町 transfos皿 "function construction. 
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