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多层媒质中三维平面辐射结构的二维小波分析*

陈　挺　李　英
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摘要　使用小波函数对多层介质的三维平面金属微带结构(具有水平方向和垂直方向电流)进行分析, 即用二维小

波函数模拟未知电流密度, 根据不同方向金属板尺度的差异,选择不同分辨尺度的二维小波函数,并与传统矩量法

比较.
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Abstract　The w avelet expansion method w as used to analy ze t hr ee-dimension ( 3-D) planar pr oblem. T he st ruc-

ture is a combination of planar sheets o f cur rent o rient ed along no rmal and tr ansver se dir ect ions in a str atified

medium. T he surf ace integ ral equation w as so lv ed thr ough a Galerkm's method w it h unknown cur rent expanded in

terms of tw o-dimension or thogonal w avelets. T he differ ent reso lution lev els o f wavelet w er e cho sen in accordance

w ith the differ ent leng ths of the conduct ing plates. F inally , a compar ison was pr esented betw een the wavelet ex-

pansion m ethod and conventional method of moments to judge their efficiency.
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引言

通常使用积分方程模拟传统的微带天线,如一

般的二维( 2-D)平面结构,但实际应用中, 垂直电流

结构经常出现,象屏蔽微带子阵列天线,垂直金属板

(微带)被用于抑制派生的表面波模.要严格分析这

种结构必须考虑三维平面金属体(包括垂直金属) .

这里积分方程当然还有用,但积分比二维情形复杂

得多. 关于这方向问题,一些文献已做过分析,如用

Spect ral Domain Approach( SDA) [ 1]方法分析微带

空气桥;用空腔模方法分析带有一个中心圆柱导体

的印刷圆板天线[ 2] ;时域有限差分法分析有垂直电

流的微带结构
[ 3]
, 还有混合势积分方程( M PIE)法等

等. 但这些方法都使用传统的基函数( Roof top 函

数,脉冲函数,三角形函数等等) .本文使用二维小波

函数作为基函数来模拟三维平面辐射结构的未知电

流密度. 小波函数逼近是这些年来最活跃函数逼近

方法之一, 它广泛应用于多种学科. 如信号处理、图

像处理、量子场论、地震勘探、天体识别等等. 近几年

也用于解决电磁场散射问题[ 4, 5] ,但仅限于一些简单

模型,主要原因是小波函数模拟一个未知函数,比传

统的基函数的模拟(直接替代未知函数)复杂, 要考

虑选择什么小波函数及多大的分辨尺度、其正交性

如何、有几阶消失矩、是否具有紧支撑等等.然而, 由

于其变换具有傅里叶变换不具有的优点,即能够提

取局部时间的频率信息
[ 7]
,同时具有紧支撑性、零消

失矩等特点,使得通过小波变换后一般得到一个稀

疏程度非常高的矩阵,因此,进一步研究小波函数在

这领域应用非常必要.

1　小波理论

先介绍多分辨分析的概念. 空间 L
2( R)中一列
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闭子空间{V j } j∈z称为L
2 ( R)的一个多分辨分析或逼

近,如果下面诸条件满足: 单调性、逼近性、伸缩性、

平移不变性,同时是Riesz基, 存在 g∈V 0使得{g( x

- k �k∈z ) }构成 V 0的 Riesz基.

由上面条件知道, 存在尺度函数 �( x )∈V 0, 使

{�( x- k) / k∈z }构成V 0的规范正交基,它的伸缩和

平移是

�j , k( x ) = 2j / 2�( 2j
x - k) , ( 1)

其序列{�j , k( x ) / k∈z }构成规范正交系.利用空间正

交系分解的技巧, 不难得到 L 2 中的小波正交基.由

于

Vm = V m- 1 � W m- 1 = Vm- 2 � W m- 2 = . . . , ( 2)

式( 2)中 W m- 1是空间 Vm 中 V m- 1的正交补空间,也

就是小波空间, 因此存在一个函数 �( x )∈L
2 ( R ) ,

即小波函数, 它的伸缩和平移.

�m , n = 2
m/ 2�( 2m

x - n) ( 3)

构成 W m 空间的一个正交基(小波基)
[ 7]
.任何一个

函数 f ( x )∈L
2
( R) , 它的逼近值可通过在 Vm 中的

算符A m 获得,即

图 1　Daubechies 尺度函数和小波函数

( a) 尺度函数, ( b) 小波函数

F ig . 1 Daubechies w avelet (N = 3) and its scaling function

( a) scaling function, ( b) Daubechies w avelet

f ( x ) ≌ A mf ( x ) ≡ �
n
f m, n�m, n ( x ) , ( 4)

式( 4)中 A m 是把函数映射在 V m中的正交算符, f m, n

是 f ( x )与 �m, n( x )的内积, Amf ( x )为函数 f ( x )在分

辨率 2
m
的逼近.根据式( 2)和( 4)可得

f ( x ) ≌ Amf ( x ) ≡ Am1f ( x ) + �
m- 1

m′= m
1

B m′f ( x )

= Am1f ( x ) + �
m

m′= m
1

�
∞

n= - ∞
bm′, n�m′, n( x ) , ( 5)

式 ( 5)中 m′≤m- 1, bm′, n是 f ( x )与 �m′, n的内积. 如

果 m1→- ∞, 式( 5)中第一项变成零, 此时 f ( x )可

认为是纯小波逼近.

值得指出的是, 由于尺度函数和小波函数是定

义在实轴上的,如果用这些函数直接去表示积分函

数中的一个未知函数(如电流密度) , 它们可能有部

分在积分范围之外,为解决这个困难, 我们在积分边

界上用周期尺度函数和周期小波函数,即做周期延拓

�ps, k = �
l∈z
�s, k ( x + l ) ,

�p
s, k = �

l∈z
�s, k ( x + l) ( 6)

式中 p 表示周期性. 关于这些, 文献[ 6]已作详细的

论述.

二维多分辨分析与一维情形相似, 这时 L 2 ( R )

中的一串闭子空间{V j } j∈z变为张量积空间{V
2
j } j∈z ,

而 V
2
j = V j� V j 构成 L

2 ( R2 )的一个多分辨分析, 当

且仅当{V j } j∈z是 L
2
( R)的一个多分辨分析.因此,二

维多分辨分析{ V
2
j } j∈z的尺度函数

[ 7]

�( x , y ) = �( x )�( y ) , ( 7)

对每一个 j∈z , 函数{ �j , k1, k2 ( x , y ) = �j , k1 ( x ) �j , k2( y )
� ( k1, k2)∈z 2}构成 V

2
j 的规范正交基,其中�是一维多分

辨分析{V j } j∈z的实值尺度函数. 而小波空间为 W
2
j ,

V
2
j = W

2
j+ 1� W

2
j + 1,有 3个基本小波函数 �1 , �2, �3, 即

�1
( x , y ) = �( x ) �( y )

�2
( x , y ) = �( x )�( y )

�3
( x , y ) = �( x )�( y )

, ( 8)

对任何 j∈z , 与一维相似,式( 8)中小波函数的伸缩

和平移构成空间 W
2
j 规范正交基.

任何一个二维函数,如电流密度函数 f ( x , y ) ,

可展开成

f ( x , y ) = A J 1f ( x , y ) = A J 1- 1f

+ D
1
J
1
- 1 f + D

2
J
1
- 1f + D

3
J
1
- 1f , ( 9)

其中第 1项是低通滤波部分, 后 3项是代通滤波部

分.而

A J
1
- 1f = �

k, m∈z
cJ 1

- 1,km�J1- 1, km,

D
 
J
1
- 1 f = �

k, m∈z
d
 
J
1
- 1, km�J

1
- 1, km, ( 10)
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式中  = 1, 2, 3,对式( 9)继续展开直至 J 1- J 2, 有

f ( x , y ) = A J
2
f ( x , y ) + �

J
1
- 1

j = J
2

D
 
j f ( x , y ) ( 11)

　　如果基函数是正交和紧支撑的,则 Galerkin方

法是零残留方法,因此在 Galerkin 方法中选用正交

基函数计算结果将更精确、收敛更快. Daubechies

是被研究较成熟的小波之一, 也是有限的支集紧的

正交小波,这里取它作为函数来表示未知的电流密

度.选 N = 3,其尺度函数为

�3( t) = 0. 470467078�3( 2t) + 1. 141116916�3( 2t - 1) +

0. 6503650006�3( 2t - 2) - 0. 1909344156�3 ( 2t - 3) -

0. 1208322081�3( 2t - 4) + 0. 04981749976�3( 2t - 5)

( 12)

其支撑 Supp�= [ 0. 2, N - 1] , 而 Supp�= [ - ( N -

1) , N ] , Daubechies 小波随 N 的增加,光滑度增加,

但支集长度变长.一般根据不同实例选取不同 N 的

Daubechies小波,不足之处是它没有具体的显性形

式,图 1显示实例( N = 3) .

1　混合势积分方程(MPIE )

良导体表面 S 上的电场边界条件是

- n× E
sc
( r ) = n× E

inc
( r) , ( 13)

式( 13)中 n是垂直导体表面的单位矢量, E
inc
和 E

sc

分别是外加电场和散射电场. M PIE为

- E
sc( r ) = j !A ( r ) + � �( r ) , ( 14)

式 ( 14) 中 A ( r) =∫S
G

A ( r, r′)  J ( r′) ds′, �( r ) =

∫S
G
�( r , r′) q( r′) ds′, GA 和 G

�分别是对应于矢量势 A

和标量 �的矢量和标量格林函数, 具体形式见文献

[ 8] .表面电流和电荷的关系是

� ′ J ( r ) = - j!q( r) ( 15)

根据式( 13)、( 14)和( 15)可得到

　　n× j !∫S
G

A ( r, r′)  J ( r′) ds′-

　　　�∫S
G
�
( r , r )

1
j!� ′ J ( r′) ds′= n× E

inc
,

( 16)

格林函数谱域形式变换成空域形式是奇点的积分,

我们使用文献[ 9]的方法选择积分路径,在奇点使用

留数定理处理.

3　矩阵方程

把式( 10)、( 11)代入方程( 16) ,并利用 Galerkin

方法,方程两边分别乘以 ∀j 2, n1n2和 � j , k1k2得以以下两
个等式

　　�
km
cj

2
, km j !∫S

∀J2, n1, n2( r ) u  A kmds -

　　　
1
j !∫S
�  [ ∀J

2
, n

1
n
2
( r) u] Bkmds +

　　　�
J
1
- 1

J
2

�
3

 = 1
�
km
d
 
j , km j!∫S

∀J
2
, n

1
, n

2
( r) u  A′kmds -

　　　
1
j !∫S
�  [ ∀J

2
, n

1
n
2
( r) u] B′kmds

　　 =∫S
∀J

2
, n

1
n
2
( r ) u  E

inc( r ) ( 17)

　　�
km
cJ 2

, km j !∫S
� j , k

1
, k

2
( r ) u  A kmds -

　　　
1
j !∫S
�  [ � j , k

1
k
2
( r) u] Bkmds +

　　　�
J1- 1

J
2

�
3

 = 1
�
km
d
 
j , km j!∫S

� j ,k
1
, k

2
( r) u  A′kmds -

　　　
1
j !∫S
�  [ � j , k1k2 ( r) u] B′kmds

　　 =∫S
� j , k

1
k
2
( r ) u  E

inc( r ) ds, ( 18)

式( 18) 中A km =∫S
G

A ( r , r′)  �J2, km( r ) uds′,

A′km =∫S
G

A( r, r′)  � j , km( r′) uds′

Bkm =∫S
′G

�
( r , r′) �  [�J2, km( r′) u] ds′,

B′km =∫S
′G�( r, r′) �  [� j , km( r′) u] ds′

u为电流方向(水平方向电流取 x 轴方向,垂直方向

电流取 z 轴方向) , S′是电流面积,等式( 17)和( 18)

右边为电压矩阵元,左边大括号里的积分为阻抗矩

阵元.

4　计算结果

例( 1) : 为检验本文方法的正确性,计算如图 2

的简单结构. 长方形导体长 L = 150mm , 宽 W =

75mm , 基片高 h = 3. 175mm , #r = 2. 56, tg∃=
0. 0015. 用传统矩量计算在共振点附近的输入阻抗

并标在 Smith 圆上, Roo ftop 函数作为基函数表示

未知电路密度,导体被分割成 20×15个网格, 计算

结果如图 3所示,再使用本文所述的方法计算,即用

小波函数作为基函数来表示未知的电流密度. 选择

具有紧支撑的规范正交的 Daubechies 小波函数( N

= 3) 为基函数, 它的支撑是 Supp�00 = [ 0, 5 ] ,
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图 2　长方形导体板结构

Fig. 2 Rectang le conducting plate str uctur e

图 3　长方形导体板结构的输入阻抗

Fig. 3 The input impedance o f

r ectangle conducting plate str uct ur e

Supp�00= [ - 2, 3] ;考虑的频率在 625MHz左右,长

方形导体长的一边,即 J 1= 5, J 2= 5;矩的一边取 J 1

= 5, J 2= 3;分辨尺度则取为[ 4] 450/ 25 ( mm) < %/ 25.
此时未知小波尺度函数的数目分别为 3×( 23×

13)、6×6, 未知的电流密度系数数目是 933, 计算结

果与传统矩量法相比吻合得很好, 共振点频率测量

值为 628MHz.

　　例( 2) :研究如图 4所示的两层短微带天线结

构.有两个水平金属板分别在两个不同的媒质层面

上,它们之间通过一个垂直金属壁连接.水平金属板

尺寸为 30×40mm2 , 垂直金属板为 1. 57×40mm 2,

其介电常数及各层厚度如图 4 所示.首先使用传统

矩量法计算此结构的输入阻抗. 用 Roof top函数作

为基函数来表示电流密度,两个水平金属板被分割

成 18×22个格,垂直金属板被分割成 7×22个网

格.把算得的输入阻抗(频率 1. 9GHz～2. 3GHz)标

在 Smith圆上, 图 5显示所得结果.

使用与例( 1)相同的小波函数来表示未知电路

密度. 对两个水平金属板取 J 1= 5, J 2= 2, 分辨尺度

达到 %/ 25 . 由于考虑的频率范围是 1. 9GHz～2. 3

图 4　两层短微带天线

Fig . 4 T he two-layer micr ostr ip antenna

图 5　两层短微带天线输入阻抗

Fig . 5 T he input impedance o f the tw o-layer

micr ostr ip antenna

GHz,波长最短约 130mm .为方便计算,选取分辨率

为 125/ 2
5
( mm) < %/ 25, 每个水平金属板小波数目为

3×23×24(分别对应于 x 方向和 y 方向) ,而每个水

平金属板的未知电流密度系数的数目为 1705.考虑

垂直金属板,由于 z 轴方向金属板尺度很小( 0～1.

57 mm) , 如果选取与水平金属板 x 方向或 y 方向相

同的小波分辨尺度, 则显得较大. 为更好地计算, 我

们取 J 1= 8, J 2= 7.而垂直金属板的 v 变量小波所选

分辨尺度则与水平金属板 y 方向一致. 这样, 垂直金

属板的小波数目是 3×( 7×24) ,未知电流密度的展

开函数的系数为 553个.

图 5显示传统矩量法与小波函数展开后的计算

结果,两种方向的结果几乎一致. 可是, 从式( 17)和

式( 18)可以看出小波处理后的阻抗矩阵比传统矩量

法所得的阻抗矩阵大很多. 然而, 它是一个稀疏矩

阵,稀疏程度由于小波函数的紧支撑性、消失矩性质

所决定的,不少文献已对此作过详细论述[ 4] .

表 1列出选取不同的阈值时阻抗矩阵的稀疏程

度. 虽然经小波变换后, 阻抗矩阵变得很大,但其稀

疏程度也大大增加. 从表 1可见,对于例( 1) , 阈值达
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到 10- 5量级时,阻抗矩阵的稀疏程度为 78% ;阈值

为 1. 2×10
- 4
量级时, 阻抗矩阵的稀疏程度约是

90%, 总的计算量已比传统的矩量法少. 而在例 2

中,阈值达到 7. 1×10- 4时, 稀疏程度约是 87% ;阈

值达到 1. 1×10- 3时,稀疏程度约 92. 6%.即使这样

计算量还大于传统矩量法的计算量,这是由于电流

密度数目增加( 3个) , 使得未知二维小波函数的系

数增加,从而总未知系数数目平方增加,不过还可以

接受. 图 3和图 5绘出稀疏程度为 90. 1% [例( 1) ]

和 92. 6%[例( 2) ]时的结果, 它与传统矩量法比较

误差分别是 1. 8%和 2. 3% .

表 1　阈值和阻抗矩阵稀疏程度

Table 1 Threshold and sparsity of impedance matrix

例 1 例 2

稀疏( % ) 阈值 稀疏( % ) 阈值

51 4. 6×10- 6 58 6. 6×10- 6

78 3. 3×10- 5 76 1. 7×10- 5

86 9. 3×10- 4 87 7. 1×10- 4

90. 1 1. 2×10- 4 92. 6 1. 1×10- 3

5　结 语

本文尝试用二维小波函数去代替模拟未知电流

密度的传统基函数,由于小波函数独有的特性, 使得

阻抗矩阵的稀疏程度较大,对本文考虑的结构(图

2)在足够精度下其计算量小于传统矩量法的计算

量,见例( 1) . 在例( 2)中,因未知电流密度数目增加,

使得小波系数平方增加, 从而计算量较传统矩量法

稍大.当然,选取不同种类的小波, 其支撑不同、消失

矩不同, 矩阵的稀疏程度也不同. 在具体计算过程

中,取什么样的小波,精度最好,计算量最少, 还有待

进一步的研究.
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