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摘要一一本文利用微分解析叠代法， 求出有关黑体辐射的四个位移定律中的四个

数学常数（准确到10-1门。 并根据基本物理常数(c, h, k) OODATA 1986常数值，

给出相应的四个物理常数础凶，必，心。 最后对微分停析叠代法推广到多维问题

作了讨论。

关键词-黑体辐射，物理常数J 微分解析叠代法。

1. 数学常数

在黑体辐射中，单色辐射出射度叨人和单色光子出射度阳的表达式分别为：

2$hc.1l 
叽

＝
炉(e加心 － 1）, （1) 

2冗0
庄

＝ ＂（6加／入KT—1) 。 (2)

它们的极大值所对应的波长入m 和丛显然满足Wien位移定律及类似的位移定律：

仁＝竺T' 
， 

儿，
"() 

T ° 

文献[1]中的计算表明：
ao=28钉．790327 (µ,m• k), 
心＝3669.726133(µ,m•k), 

本文对黑体辐射中的这些基本物理常数进行了细致的分析。

(8) ， 

(4) 

(5) 
(6) 

． 首先我们指出彴和必在目前物理基本常数h, c, k的精度水平下，不能达到如此高的

有效位数。 因为由极值条件：

d入
m入 -o, (7} 
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导出

及

其中，叩满足下列超越方程：

咕满足下列超越方程：

d入
九儿 ＝ o,

c9 ch 1 " =—=－— ·一
Xo k 如

, C2 ch 1 

， 

" ==－－= __． 
， 

”。 K 1 0 
句。

eu-5= -5e飞

”-4=—知一气

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 

由于c, h, k目前的精度分别为0.004ppm, 5.4ppm, 32ppm,因此，ao,必的有 效数 字，
一般只能到5位。但是， “o 和呤为数学常数，它可以准确到任意的有限精度。作为与物理
学上有用的基本物理常数有关的数学常数，它们的精确计算是有意义的。

为获得高精度的如和 Z;，通常用计算机作对分法计算。如果要计 算14位有效数字，
则就显得费时间了。最好能获得一种解析的近似表示，可以计算到任意要求的精度。这是
可能的，例如以方程（且）为例，显然，令正＝5-t, 则

e厂＝5e-5, (13) 

仁5，或炉＝0为其严格解，它对应于极小值。另外，还存在极大的解，注意到5e一5«1,我们
设

可以证明下列递推关系：

或

入T

叩＝兰a,., a。＝5,

a,N+1 = -

aN+1 =— 

N !f. - 2 a” n匀，>““+56 
九＝1

1-5e飞召呫

（吓－彻）＋5矿"
1-5矿" ° 

(14) 

(15) 

(16) 

这个简明的公式使我们不难用计算器算出相当准确的数值。二次逼近即得8位有效数字。用
计算机计算得各次逼近值为：

N 知

0 5 
1 4. 96518, 56958, 86504, 53 
2 4. 96511, 42317, 52602, 72 
8 4.96511, 42317, 44276, 30 
4 4.96511, 42317, 44276, so 

用计算机很容易计算到16位精度的值：
屿 =4.965且，42817, 44芍6, 80 
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这类问题是相当普遍的一类问题，例如，单色辐射出射度及光子单色出射度在以频率，
（或波数Vo)为自变量时分别为叨＂和心气

2-xh 促
叨v = ·  _ 泸 e见，叫杠＿1＇

2吓 泸
九" =-- · 

沪 ehv/lcT -1 o 

它们的极大值所对应的频率分别为％和兀。它们分别满足下列位移定律：

(18) 

(19) 

k “m- （
下

）心T=�T, (20) 

,"－亿）咄T=a:g'T。

h 

咄满足下列方程：
如－8= －加飞

动满足下列方程：
a,-2= -2e-"。

方程(12), (22), (23)均具有下列形式：
a,-Q= -Q。8飞

或更一般地推广为下列形式：

如
－ Q=-J(a,), IJCQ)[«1。

利用IJCQ)区孔，可以建立下列一般形式的解析表达式：

吵 = �a,., a。
＝Q,

“N+1 = 
－ 

(a,N-Q) +f位妢
l+f' （五） ° 

对形如(24)的方程为：

aN+1 = - （吓 － Q)+Q。6
一”

1-Q。矿“ °

利用计算机，不难求出动，＂＄J 动的准确到16位数字的值为：

妳＝3. 92069, 03948, 72886, 34 

a;J =2.82143, 93721, 22078, 89 

咄＝1.59362, 42600, 40040, 09 

这些数值不会随基本物理常数调整而改变，它们具有长远的价值。

(21) 

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 

(26) 

(27) 

(17') 

我们把这里建议的解法称作“微分解析叠代法气以资与目前常用的对分法，叠代法相区
别。为了比较这三种方法，我们将三种方法同时运用于这里提出的四条方程｀

a;-Q=-Q矿
Q:

, Q=5, 4, s, 2。 (28) 

每次逼近的结杲列于下列表中。
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表1 对分法的各次近似值｛元。｝
Table 1 Approximate value•伍｝of variou1 order, in the:riiehoto皿了

Q=5 Q=4 

• 494999999999999980D + 01 

,497499999999999990D+O l 

• 496249999999999990D + 01 

• 496874999999999990D+ 01 
• 496562499999999990D + 01 

• 496406249999999990D+Ol 
• 496484375000000000D + 01 

• 496523437500000000D +01 

.496503906250000000D+ 01 

. 496513671875000010D+Ol 
,496508789062500010D+Ol 

• 496511230468750010D+Ol 
,496512451171875010D+Ol 

,496511840820312510D+Ol 
,49651153564共531270D+Ol

, 496511383056640640D + 01 

• 496511459350585960D+ 01 
.496511421203613300D+Ol 

• 496511440277099640D+ 01 
,4965114307 40856470D+ 01 
.496511坐5971984890D+Ol

.496511423587799090D+Ol 

• 496511422395706200D+Ol 

,4965耳422991752650D+CJl

.4965且423289775880D+Ol

• 4965114231407 64260D +01 

• 496511423215270080D+01 

.496511423178017170D+Ol 

• 496511423159390720D + 01 
.496511423168703950D+Ol 

.496511423173360�70D+Ol 
,496.511423175688870D+Ol 

• 49651142317 4524 720D + 01 

• 49651142317 3 942640D + 01 

• 49651142317 4233690D + 01 

.496511423174379210D+Ol 

• 49651142317 4451970D +01 

,496511428174415590D+01 

• 49651142317 4433790D + 01 

.49651142317丛24690D+Ol

.49651142317 4429240D +01 

• 49651142317 4426970D+Ol 

• 49651142317 4428110D + 01 

• 49651142317 4427 550D + 01 

.496511423174427830D+Ol 

,49651142317生l27690D+01

-,,496511423174坐7620D+Ol

.49651142317生立7660D+01

,49651142317娃27650D+Ol

,4965ll立3174427630D+Ol 

i '  

• 394999999999999980D+Ol 

.392499999999999980D+Ol 

• 391249999999999980D + 01 
.391874999999的9980D+Ol

,392187499999999980D+Ol 

• 392031249999999990D+Ol 
.392109374999999990D+Ol 
.3920708过499999990D+Ol

,392050781249999990D+Ol 

. 392060546874999990D+Ol 

.392065429687 499990D+Ol 

• 3920678710937 49990D+Ol 
• 39206909179687 4990D+ 01 
• 392068481445312490D +01 
• 3920687866210937 50D + 01 

• 392068939208984370D + 01 
• 392069015502929680D+ 01 

• 392069053649902340D+Ol 

• 392069034576416010D+Ol 
.392069044113159180D+Ol. 
.392069039344787600D+Ol 
.392069041728973390D+Ol 

.392069040536880490D+Ol 

.392069039940834050D+Ol 

.3920690396!尥810820D+Ol

• 39206903949379 9210D + 01 

.392069039419293400D+Ol 
• 392069039456546310D +01 
.392069039475172760D+Ol 
.392069039484485990D + 01 
.392069039489142600D+Ol 
.392069039486814300D+Ol 
.392069039487978450D+Ol 
.392069039487396380D + 01 

• 392069039487105340D + 01 

.392069039487250860D + 01 

• 392069039487323620D + 01 

.8920的039487287240D+Ol

• 392069039487305430D +01 

.392069039487296340D+Ol 

• 392069039487291790D + Ol 

• 392069039487289520D + 01 

• 392069039487288380D + 01 

.3920690394872889500+01 

• 392069039487288670D + 01 

• 392069039487288520D +01 

.3920690394872885!l0D+Ol 

• 39206903948 7288630D + 01. 

.392069039487288650D+01 



I 

续炎
Q一3 Q-.a 

.284999999999999980D+Ol .155000000000000010D + 01 

.282499999999999980D+ 01 .157500000000000010D+ 01 
.281249999999999980D + 01 .158750000000000000D+01 
.28187 49gg9999ggggon+o1 .159375000000000010D+Ol 
.282187 499999999990D+01 .15906Z500000000010D+Ol 
• 282031249999999990D + 01 .159218750000000010D+Ol 
.282109374999999990D+Ol .159296875000000010D+Ol 
.282148437499999990D+Ol .159335937500000010D +Ol 
,282128906249999990D+Ol .159355468750000010D+Ol 
.28213867187 4999990D +01 .159365234375000010D+Ol 
.282143554687499990D+Ol .159360351562500010D+Ol 
• 2821459960937 49 990D + 01 .159362792968750010D +01 
• 282144 775390624990D+Ol .15936157226.5625010D+Ol 
• 282144165039062490D+01 , 159362182617187510D+ 01 

.282143859863281240D+Ol .159362487792968760D+Ol 

• 282144012451171870D+ 01 .15936233520507 8130D + 01 
.282143936157226560D + 01 .159362411499023450D + 01 
.282143974304199220D+01 .159362449645996100D+Ol 
• 282143955230712890D + 01 .15936243057250978'.!D+ 01 

.282143945693969730D+ 01 .159362纷1035766610D+Ol

• 282143940925598150D + 01 .109362425804138200D+ 01 

..282143938541412350D + 01 , 159362428188323990D+ 01 

.282143937349Sl9460D+Ol .159362426996231090D+ 01 

.282143936753273010D+Ol .159362426400184650D+Ol 

.282143937051296230D+Ol .159362426102161纽OD+Ol
• 282143937200307 850D+ 01 .659362425953149810D + 01 

.282143937274813650D+Ol .159362426027655620D+01 

.281439372375607650D+Ol .159362战5990的2710D+Ol

• 282143937218934300D + 01 .159362426009029170D +ol 

• 282143937209621080D + 01 .159362425999715940D+Ol 

,282143937214277690D+Ol .1593624260043 72560D + 01 

.282143937211949390D+Ol .159362426002044250D + 01 

.282143937213113540D+01 .159362426003208400D+Ol 

.282143937212531460D+Ol .159362必6003790480D+01

.28214393721224430D+Ol .159362426004081520 D + 01 

.282143937212094910D+Ol .159362426003936000D + 01 

.28214B937212167670D+01 .15936242600必8760D+Ol

.2821439372皿04050D+Ol .159362426003972380D+Ol 

.2821439372122222的D+Ol .159362426003990570D+01 

.28.214393721221Sl50D+ Ol .159362426003999670D +Ol 

.282143937212208600D+01 .159362426004004210D +ol 

.282143937212206320D +Ol ,15936242600如1940D+Ol

.282148937212207460D+Ol .159362426邓003080D+Ol

.282143937212208030D+Ol .159362426004003650D +01 

.282143937212207750D + 01 ,159362426004003930D+Ol 

.282143637212207900D+01 .159362426004004070D+Ol 

.282143937212207820D+ 01 .159362426004004000D+Ol 

.282143937212207860D+Ol .159362426004004040D+Ol 

．邸2143937212207880D+Ol .159362436004004020D + 01 

.282143937212207890D + 01 .159362426004004010D+Ol 

．邸2143937212207880D+Ol 
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表 2 叠代法的各次近似值

Table 2 Approximate values of various orders in the Iteration approach 
Q=5 in the I te过tion a.ppoa.ch 

.475106465816068050D+ Ol .282143937212210960D+Ol 

.495678755496592760D + 01 

.49648225364871383ClD + 01 

.496510405必4684300D+01

.496511387669265270D+Ol 

.496511421935802540D+Ol 

.49651142318立17240D＋贝

.496511．华祖72920边OD+Ol

• 496511423174375040:D+ 01 

.496511423174425810D+01 

.4965且42317生立7570D+Ol

.4965且423174427650D+Ol

.496511423174427630D+Ol 

Q=4 

.380085172652854女40D+01

• 39105930952467 4680D + 01 

.S91988552536076720D+Ol 

.392062653529383的OD+Ol

.392068533003317070D+Ol 

• 392068999318143140D +01 

.S92069036301488930D+ 01 

• 392069039234624120D+ 01 

• 392069039467249910D + 01 

. 39206903948569豌OD+Ol

.392069039487162600D+Ol 

. 392069039487278660D+ Ol 

• 392069039487287860D +01 

.392069039487288570D+Ol 

.392069039士87288650D+Ol

Q=3 

.285063879489640830D +Ol 

• 282657785394806890D + 01 

.282235454933882530D+Ol 

.282160271198665900D+Ol 

.2821468535808994 70D+ 01 

.282144457953239190D+Ol 

.282144030195811300D+01 

.282143953815410770D +Ol 

.282143940176885980D+Ol 

.282143937741582660D+Ol 

.283143937306733390D+Ol 

.282143937229086420D + 01 

• 28214393721522l 730D+Ol 

• 2821439372127 46050D +01 

.2821439a7212303990D+Ol 

.2821439372止25050D+Ol
主』

, 282143937212208450D+Ol 

• 282143937612208000D + 01 

. 282143937212207910D+Ol 

.282143937212207900D + 01 

Q=2 

.190042586326427220D + 01 

.170099012599:171690D + 01 

.16349945322715()300D+Ol 

.161009312550253440D +01 

.160026199938528990D + 01 

.15963127 4368019350D + 01 

.1594 71532725332010D + 01 

.15940674014936667UD+Ol 

.159380!30208117230D + 01 

.1593697士181717619DD+Ol

, 159365398864249480D+ 01 

.159363634084328700D+Ol 

.159部2916935574460D + 01 

．环9362625506194510D+Ol 

.159362507076773440D + 01 

.15936245894999, 330D + 01 

.159362439392454220D+Ol 

.159362431444745000D+Ol 

.159362428214989100D+ 01 

.159362426902494'/OOD + 01 

.159362426369128820D + 01 

. 159362426152381880D + 01 

.159362426064301180D+Ol 

.159362±26028507310D+Ol 

.159362426013961560D + 01 

.159 362426008050510 D + 01 

.159362426005648410D +Ol 

.15956242600467 2260D +Ol 

.159362426004275580D+Ol 

.159362426004114370D+Ol 

.159362426004048860 D + 01 

.159362426004022240D + 01 

.159362426004011420D+Ol 

.159362士26004007020D+Ol

.159362鸟6004005230D+01 

.159362426004004500D+Ol 

, 159362426004004210D + Ol 

.15936242600丛0041/JOD+Ol

.159以6242600400士05uD+Ol

.159362426004004020D +Ol 



表 3 微分解析叠代法 各次近似值

Table 8 Approximate values of various orders in the differential 

Q- 5 .00 

Q= 5 .00 

Q= 5 .00 

Q= 5.00 

Q= 4 .00 

Q= 4 . 00 

Q =  4 .00 

Q= 4 . 00 

Q= 3 . 00 

Q =．二 3 . 00 

Q=＝ 3 . 00 

Q= 3 .00 

Q= 3 . 00 

Q =  2 . 00 

Q一 2 . 00  

Q+ 2 .00 

Q= 2 .00 

Q =  2 .00 

Q一 2.00 

analytic iteration approach 

N= 1 . 0  

N= 2.0  

N =  3 . 0  

N= 4 . 0  

N= 1 . 0  

N= 2 . 0  

N= 3 . 0  

N =  4 . 0  

N� 1 . 0  

N= 2 . 0  

N= 3 . 0  

N= 4 .0 

N= 5 . 0  

N-= 1 . o  

N一 2 . 0  

N= 3 . 0  

N - 4 . 0  

N =  5 . 0  

N =  6 . 0  

X = O . 496513569583650453D+ Ol 

X= 0 . '196511423175260272D+Ol 

X= 0 . 4965耳423174427 630 D + 01 

X一 0 . 49651142817坠27630D+Ol

X = O ,  3920945726邸833797D+Ol

X= 0 .392069039768030606D +Ol 

X = O . 392069039487288634D+01 

X = 0 .  392069039487288634D + 01 

X = 0 .  282441289299822256D + 01 

X-= 0 . 282144033059788011D+Ol 

X = 0. 2821439372过217874D+Ol

X = 0 . 282143937212207889D+Ol 

X一 0 . 2821特937212207889D+Ol

X一 O . 162887749481827 443D +ol 

X = 0 .1594030155战898858D+Ol

X= 0 .159362431640071979D+Ol 

X= 0 . 159362出6004004118D=01 

X = 0 .159362426004004009D +Ol 

X= 0 .159362426004004009D+Ol 

由 这些数值分析 中 ， 我 们 明 显 地看 出 不 同 的方法， 对于给定 的 精度 （例 如 取 10
一16

) 和零级近

似下， 所 需要 的 逼 近 次数 N (Q) 是相差甚远 的 。 现在将计算结果列表于下：

表 4 精度为 10-16 时， 不同方法的 N(Q)

Table 4: N(Q) in different approaches with an accuracy of 1旷6

N (5) N (4) N (3) N (2) 
，一 －

A . 对分法 49 49 49 49 

B . 叠代法 l3 16 22 40 

C . 微分叠代法 4 4 5 6 

由 此可见， 在 目 前 的 特 定 条件下， 微 分解析叠代法 比对分法快 8~10 倍， 比 叠代法快

8~6 倍。 其原 因 是 它 在 每 次 逼 近 中 保证在一 级微分下是严格 的 。 这里仅仅是一 维 问 题下，

好处 已 很 明显 了 。 如果能 推广 到 s 维 函 数方程组， 则 因 限 定 的 精度 下， 逼近次数为一维问题

逼近 次数 m 的 S 次方倍 （～邧） ， 因 此， 本方法 的好处就显得突 出 了 。

2 . 物 理 常 数

首先， 由 文献 [1] 算 出 的 物 理常数 彴， 必 的 值 （见 (5) , (6) ） 及 1973 年 CODATA 中 的

常数 o, h, k 求 出 知 动 为；

亿0 = 4 . 96511, 53184, 

动＝ 3 . 92069, 12507, 
(29) 

与 我们 准 确 到 10-10 的 相应 值 （见 (17) , (17') ） 比较， 表明文献 ［司 中 的 知， “H 值 的 精 度 仅
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2 x 10-'I'
0 

为 了 与最新的 1986 年 OODATA (1988 年将被公布） 相适应， 取 1986 年推荐值：

o= 2 . 9钉92458 x 10吨m/s。

h = 6 . 6260755 (40) x 10-27erg•s  

k = 1 .  380658 (12) x 10一16erg/k。

估计 出 各｛伪｝值 的相对误差为 37 X 10-6, 得到与 1986 年 CODATA 相适应 的 ｛彴｝值：

ao = 2897 .76 (11) (µ,m• k) 
必 ＝ 3669 . 68 (14) (µ,皿 k)
心 ＝ 5 . 87896 (22) x 1010 (Hz/k) 

（的）

(31) 

咄 ＝ 3 . 32059 (12) x 1010 (Hz/k) 

总之， 为适应基本物理常数 h, o, k 等等的调整， ｛彴｝ 的值也需要作相应调整。 而｛叩｝

值则具有长远意义， 因此给 出 它 的精密 数值是必要的。

微分解析叠 代法相对于对分法、 叠代法具有收敛快 的优点， 对于获取精密 数值时是有用

的。 特别对于推广到多维 的 函 数方程组 的求解 中， 这个优点将更显得有用。

附录 S 维 函 数方程组的微分叠代解法

令

设有 S 条函 数方程（包括积分型函数方程）：
仰(x1' 功， • • • , Xr) = 0 °, ( l=l, 2, • • •, S); 

劣µ,(N) ＝吝。＂立）， 知＝屯(OO）．

(A 1) 

(.A. 2) 

丸(N) 由下列方程组求出：

研·九(N)…） ＋盒 士 研•:r:,,.(N）…沁(N +1) =0, (Z=l, 2, . . ., B) ; (A 3) 

多维的函数方程组是物理上相 当普遍的。 特别是最近高 孔 超导电性研究中， 需研究三维的积分型函数方
桯的求解， 来讨论电子声子 比热分离问题， 这时加快逼近速度， 有效地减少计算中大猛的积分计算是十分亟
要的。 这里的微分解析叠代法将被运甘 到这类问题的研究中 [3]。
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ABSTRACT 

In this paper four mathemat地1 oonstan ts of d这placement laws of block-body 

radiation are oalculated with accuracy of 10-16 by mea沺 of differen血I anal江0

iteration approach. According to the recent values of fundamen钮I physical oonstan蚐

tn 1986 CODATA, four physical constants are also given. The generalization of 

differential analytio iteration approach to multi-dimensional problem 迫 also

disollSSed. 
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