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入射端与透射端半透反射镜透射率
不等的环形腔双稳系统分析
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摘要一研究了入射端与透射端半透反射镜透射率不相同的均匀加宽双能级
原子介质环形腔的双稳系统。 在平均场近似下给出了定态方程，分析了定态
线性稳定性。发现当入射端与透射端半透反射镜的透射率之比T1/T2改变时，
双稳范围随之改变， 甚至使系统的行为由双稳模式转为放大模式。 本文还指
出，在平均场近似下， 既能有 K=叽／.!i17«l的系统，也能有 K>江的系统，
煎者可以观察到自脉动行为。

一、 引 言

光学双稳性已发展成光学研究中的一个重要领域。 Bonifacio和Lugiato等的理论模

型口，.IIJ （包括他们常用的平均场近似）已被用于描述实验事实的基本特点，他们还预言过某些
当时未知的效应遠，“。

对于光学双稳态的动 态研究，Lugia切等曾预言：在定态曲线的正斜率部分失稳时会出
现自脉动C5

, 6J 1 但这种自脉动在实验中却很难观察到。 Lugia切等后来又指出在高斯光束直
径远小于介质截面直径或者在纯色散的条件下， 正斜率自脉动区域将全部变成稳 定的定
态[7, 气

我们研究了入射端与透射端半透反射镜的透射率不相等的一般环形腔双稳系统， 主要
分析入射与透射两反射镜的透射率之比T1／兀对双稳性质的影响。 本文给出吸收兼色散的
光学双稳定态方程，分析了纯吸收条件下，双稳范围随着透射率之比T订兀变化的情况。 还
分析了定态线 性稳定性，确定了定态的失稳范围，对实验中常常观察不到自脉动的原因，提
出新的看法。
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..－、 定态方程

,.i 
尸一 ． 

设图1中长度为L的介质由均匀加宽的双能级原子组成，光场与介质的相互作用用麦

f 
克斯韦－布洛赫方程来描述笠

凡 a . 1 a 

．匾 l 信＋了百)F=aP,

誓＝71-LFD- (1 ．心）P], (1b) 
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8D ＿ ＿ 
祝

－4 -y1[FP*+PF恤＋D+1]. (1c)』
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图1 一般环形腔双稳系统

(1a) 

Fig. 1 General ring cavity bistable system: 
镜1、2的透射率分别为T1和孔，镜3、4为全反射镜 和吸收系数， Q0 和 Q。分别表示原子谱线中心

频率和入射激光频率，7..L和7a分别表示P和D的弛豫速率，4＝（o. － 吩）／m 称为原子失

悯参量。光场下满足的边界条件为
F(O, t) =✓冗凡(t)+../瓦瓦矿".F(L, t- Lit) 。

反射与透射输出光场分别为

凡(t) =- ✓瓦瓦(t) +F(L, t-Llt)..J五冗旷气 (3a) 
F山）＝ J兀F(L, t)。 （3b)

夕
在式(2) .. (3)中At=（夕－L）凡其中夕为环形腔总长度，c为光速，6。 －一 (('.t)o 一 Wo)为腔c 

失调参量，其中叩为最靠近Wo的环形腔共振频率。

令方程组(1)中F=P=D=O，得定态解

式(1)中F=Eµ,几('Y..L'Yi尸为介质中归一化的

电场慢变化包络（简称光场），P为原子极化，D,

为原子处在上下能级的几率之差，＂代表非饱

(2) 

Ds攸） ＝ － 1+LJ2 

1+4气－团（z））2,

'ps(亿) ＝－ (1-iLJ)凡(z)
1+4气－ I凡位）尸

＇

d ”(1-i4)F8 位）
血 凡(z) = -

1+4开团（分1气
＇

式(4)中F.（Z)为复量，可记作凡(z) ==p(z)e论（多为由（如）得

dip（亿）� = - ap(z) 
血 1＋庄＋p飞）

＇

础(g) ． a4
也 1+Ll气p气z) o 

(4a) 

(41.:>) 

（知）

(OO) 

(5b) 

由式(5)得
1 dp(z) __ 1 d()位）＝ － 

p(z) 也 .d di- I 
(6) 

对式 (6) 积分，得

叫翠］＝中()(z)-0(0)]. (7) 
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再对式(5a)积分，得另一超越方程

(1平）In［生门＋½[p如）－pll(O)］＝－也。
p(O) J. 2 

根据式(2)，定态的边界条件可以写成复数方程
p(O)e沁 (0)= JT1 肛＋JR1凡p(L)e仿(L)矿“ 。 (9)

将式(7)、（8)中的叶奂成L，与式(9)联立，注意到R1 = 1-T1, R11 = 1－兀，原则上便可以对
任意aL、T1、兀和FIs求解p(L)、p(O), 0(L)、 0(0)4个实数量。 但实际上由于遇到超越方
程很难得到解析解，为此引入平均场近似，即取

(8) 

aL-+0; T11 T广叽8。➔O;
吐 8Os 

2T1 
—＝常数，0＝-L＝常数。T1 

(10) 

以下记N=T1／孔，并用下式表示定态输入与定态输出光场：
Fis ~ _ FTs 几(L) F应'Y＝ -，“T= －－ ＝ —一－， “R= -－.0 

JT1 JT1 JN JT1 
（卫）

在条件(10)下对式（如）积分，近似到一级小量，得

F,(0)-F,(L) = 吐(1-iJ)F,(L)
1+4扛团(L) |2O 

(12) 

利用式(11)，在条件(10)下边界条件(2)变成

Fi(O) =yT叶巨－点(T1＋匹）心］F(L)。 （13) 

由式(12)和式(13)可推导出输入光场与透射光场的定态模振幅g与izTI的关系式

y = .JNlxT! ｛片（1＋点）十 1+42:
a

N凇12『

叶0-
20,d 72) � 

1+42+N位T 12]
}。 （14)

特别是在纯吸收和腔共振（即.1=0=0)的简单情况下，式(14)中吁以及反射光场咋均为
实数，式(14)可变成更简洁的形式：

IxT I 
又t

N=5 

I0 

20 

,«
 

lO 

N-=5 N=0.2 

10 30 2(） 

图2 透射前出输入定态关系曲线
(0=20, Ll=2, 0=1) 

Fig. 2 Transmission steady state curves 
忒 output versus input amplitudes 

心r 0=20, Ll=2, 0=1. 

图3 透射输出输入定态关系曲线
(0=20,.1=0=0) 

Fig. 3 Transmission steady state curves of outpu1, 
versus input amplitudes for 0=20,.:l=0=0. 
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1 1 2O✓了
g－叶片(1+丙）J了＋1＋归］。 （15) 

图2为0=20且4、O非零的情况下不同N值对应的透射定态曲线。图8为0=20 和

纯吸收腔共振(.J=0=0)情况下不同N值对应的透射定态曲线。 由图2、8可以看出，改变

入射透射两端半透镜的透射率之比N,可以使双稳区域的位置和大小发生明显的变化。减
五 小N使双稳范围缩小，甚至使透射定态曲线变

N=5 成完全无双稳区的光放大曲线。这表明仅仅调

节N值便能使双稳器件在双稳区域或放大区
域工作。

对千反射输出咋，在纯吸收情况下由式
(3a,)和(11)得。

一20

20 

知＝－ y+ ✓万听。 (16) 

由式(15)和 (16)消去听，得反射输出咋与输入

'Y的定态关系式

g=.!.（1丛）妇＋g）＋ 2O（如切）
2 N 1+（2R+y)2 

0 

(0=20, Ll=0=0) (17) 

东g.4 扣加tion steady state curves of input 图4为不同N值的反射定态曲线。式(15)和
versus output amplitudes for 0=20,.1=0=0, (17)为纯吸收情况下任意N值的定态输入输

出关系式，取N一1时即得熟知的T1 ＝ 几的双稳系统定态方程：

图4 反射输入瑜出定态关系曲线

g=气，十
20吁

1+"界'

幻丑 －－
—2O（如＋g）
1+ (a,R +'!/)2 o 

若取N➔OO，则得到我们称之为单输出双稳系统的定态关系[10
]

1 
g = 歹（如叮）＋

20(a;R+'Y） 
1+（叩＋y)2 O 

三、 定态讨论

我们用式(15)求..:1=0=0时的双稳临界O值。对式(15)求导，并令

匈
如，r 0, 

可得
如N 40 

N埽＋2N4- －－-4+1+ — =0。1 1 1+-
N 

1+� N 

由于在C=Oerlt时满足式(20)的 3务值只有一个，故有

[2N- 4NOcru 72
.r... . 40cr1t 

1 ] －4[1+ －丁炉＝0。
1+y : 

由式(22)得双稳临界O值为

· 164 

(18a) 

(18b) 

(19) 

(20) 

(2.1) 

(22) 



Ocr1t=2(1+ 点）。 （23)

切产生光放大作用的临界O值0叩p 亦可由式(15)求得。对式(15)求导，并令-- =1可得
如r

片（1＋点）J汇1]沪吟＋2N�片（1＋妗）J汇1-0 喜］

吟（1＋责）..JJ.il -1+20 �.... o, (24) 

在O=Oainp 时满足式(24)的＂务值仅有一个，由此得到产生光放大作用的临界O值

Oami;, =2 (1－六）2 。 （25) C 

由式(28)和(25)可见，临界值0呻

和0屋mp都直接受到N值的影响。图5为
ocrIt、Oamp随N的变化关 系，取N=1
时，便得到熟知的双稳临界O值Ocrtt =

4气此时Oamp =O，即除双稳区域外，其
他均为放大区。 当N�oo时，得到最小

的双稳临界O值Ocrit =2,就是我们在
参考文献L10]中分析过的单输出双稳系

10 

。 I £ 
图5 0-N 平面上的三种区域(A=0=0)

N 

Fig. 5 Three different regions on the 0-N 
统的临界双稳O值。 plane for.1=0=0. 

以下我们研究L.1�0 = 0时N值与输入输出定态曲线的关系。将式(23)与(25)改写为

Ncrtt= 
。

2 
. -2, 

1 

(26) 

(1+冯）
2 (0为任意值），

N叩P 叶 1 

(1-J了）
2 (0<2)。

(27) 

对千一定O值的系统，只有当N>Ncr比时定态曲线才有双稳区。若N皿p<N<N�rtt,定态
曲线便只有放大区。如果N<N邕mp， 则定态曲线既无双稳区也无放大区， 在T1 =1'JI的系统
中不存在这一 区域。图5示出在N-0平面上的这8个区域。

双稳范围与N值的定量关系可由式(21)求出，把式(21)改写为

咕＋2无特（1－竺炉（1＋芞）杰1+ 1 
N 

1+-
N 

一（亿务 一 幻芬｀）（＂务 一 ”�.) =0, (28) 

其中中与吐．为式(28)的两个根，亦即式(2功的两个根。各为
1 2O 2 1 扣 －沁－气）＋右对 m-2O(1飞）， （29a) 

1+ － 
N 
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吃 ＝ 一 点（1- 二） －占产－ 20 (1＋ 点） 。 （29b) 
1+－ 

N 
于是双稳定态曲线 高透射与低 透射 两 分支的最小光强差 （ 或称为双稳对 比度）应 等千

4 乌 ＝吐 尹． 一言产－2O (1＋ 点） ， （30) 

由式(30) 可以看出 4吐 随着N 的变 化 趋势 是 ： 当 N<N。 时， 增 大 N， 使 心和变大； 当 N 
沁 时， 4句扫 达到极大值； 当 N>凡时， N 增大反而使 血f 变小， 这里

No = (3+ ,./豆） ／（20 - 4) 。

用式(15) 可求得 吐、＂务， 对应的双稳 区域两端的输入光强值分别为

正N4片（吵） 十 1+2归 ］

a

,

妓 ＝N:v`．［主（叶） 十 1+2妇 ］

a

o
于是输入光强的双稳区宽度为

(31a) 

(31b) 

矿 ＝妓 － gf

=N 片( 1分） 也＋ 环） ＋ 2O( 1+"沁亡 1 ＋如． ）］ x

x 片 ( 1节）＠m － ::vm) ＋2O( 1+“妇， 一 1 +"沁令1 ) ］ 。 (32) 

图 6 给出了 双稳对 比度 4幻务 随 N 的变化 关系。 图 7 给出了 双稳 区宽度 4沪 随 N 的变
化 情况，可以看出 4沪 随 N 单调变化 ， 增大 N值相当 于增大反馈， 使双稳 区域扩 大， 但 N 值
增 大到一 定时， 4沪 的增 长逐渐饱和。

A妗

。 2

 

4

 

图 6 翰出光强双稳对比度 4X岁 随 N
值的变化 (0=22)

Fig . 6 · Variation of dX岁 VS N for 0=22 . 

AY' 

400 

N
 。 2 

图 7 轿出光强双稳区宽度 4沪
随 N 值的变化(0=22)

Fig. 7 Variation of Lly2 vs N for O = 22 . 

N 

也可用经典理论研究 N值与双稳 区 的 关系，但经典理论不如 我们的方法全面、 透彻， 而
且也不 比我们的方法简单。

" 1.66 • 
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取
四、 定 态 稳定性分析

｛ 
F(z, t) ＝凡(.z) _+aF_(z, ,t) ,  
P(z, t) =P8(z} +6P(z, ·t) , 
D (z, t) ＝ 趴(z) ＋ 劝(z, t) 。

然后代入 M-B 方程 (1) （令其 中 A = O) ， 得

8 
at 

（志＋专 责）8F(z, t) =ooP(z, t) , 

lJP(z, t) ＝'Y J_ [Ds 位）8F(z, t) + Fs(z)SD(:Z， t)- 8P(z, t)] + 

+ yj_lJF(z, t) 8D(z, t) , 

砉 8D (:Z， t) ＝ - 'Yn [Fs（顷P(z, t) ＋ 片（氓F(z, t) +aD（已， t)] 

--y�c5F(z, t)况P(z, t) 。
令 8。=0 边界条件式 (2) 变为

BF (O, t) =✓瓦瓦oF(L, t - Llt) 。
为简 单起见， 我们 只 分析 7J_ =')'1 =-y 的情况， 此分析不难推广到 "YJ_ =71 的 系统。

方程组 (34) 去掉非线性项后 ， 有 下列解
liF(z, t) =e:i.tliF :i.(z) +c.c. , 
8P(z, t) =e�t5p;. (z) +c.c., 
8D(z, t) =eht8Dh (z) +c.c. 0 

将式 (36) 代入线性化后的式 (34) ， 然后与式 （郘） 联立， 得到 入 的超越方程
入 ＝ － i佑+歹 ln J R心

＋ 竺 『如 识F沁） － （入气）］
夕 o [（入＋汾乓－1'2F沁）］ ［1＋ F扣） ］ ＇

式 中 a,, =2'JC:nC／夕， 正＝o, 士 1, 士 2, . . . . . . 0 

（邸）

(34a) 

（狙b)

(34o) 

(35) 

(36a) 
(36b) 
(860) 

(87) 

式 (37)并没有引入平均场近似， 由式 (37) 求解 入 计算过于复杂。 本文 只 限千在两种近
似 下求解式 (87)， 并 由 此进行定态的稳定性分析。 对于空腔近似 (o: = 0) ， 由 式 (37)得

丛 ＝ － 还＋ 少 In ,.j瓦＋ 少 ln 3瓦 ， (38) 

式 (38) 表 明 ， 空腔 中对应不 同 n 值的所有 从 的实部都是负值， 因而空腔必定是稳定的。 由
式 (38) 还可看出 ， 光场对定态的偏离量在空腔内 的 指数衰减系数为

冷 ln 互瓦＋ 去 ln 涅瓦 ，

是两个半透反射镜 的 损耗之和。
对于平均场近似可设 凡(z) ＝凡(L) = ✓N吁， 对式 (37) 的积分结果为

@＋记） ［＠＋1) 2＋归］
－－唱(1分） 心1).l!+N咕］ ＋ 2o· 气靠尸｝， （39) 

式 中 店斗灯， a严= an/;, K =K /71 = (玑／立沁
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以 前一些文献（如参考文献 [41、 [8] ）都将 k 简单地 看做是无穷小量， 其 实 由于 c／夕 －

般小于 109s一1 数量级， 而只要 玑 小到 10一1,,...,10-2 数抵级， 真 实 定态曲线 就能符合平均场近

似定态曲线，故平均场近似下 芷 仍能达到 107 数量级 以 上， 而 7 则可达 106Hz 数量级， 并 能

在较大幅度内 变化。 因此， 平均场近似下存在着 k>>1 和 K«l 两 种系统， 下面分别讨论这

两种极端情况。
1) 艾心， 此时可用逐级近似法解方程(39)，即设解为 入i ＝ 沁｝） ＋K从扎 容易求得近似

到 E的线 性项的一组解 (j ....1)为
广） ＝ －？“＇

1 

（ ）  
2 o ( N"务－ 1+,;,;,.) (40) 

碑 － － 歹 1＋可 气1+N叶） ［（1 － 五）2＋ N叶］

其他两组解 (j =2、 3)的 [KJ O 项 实 部都为 一7，不产生失稳， 故可略去。 式(40) 中，因 为
R.(i烟） ＝ 0， 故只须考虑 R凇出）的正 负号 即可确定失稳区域。 计算得到

Re（碑） ＝ 平(1 +.!.) 2 O (1 - N咕） （1 ＋ N斗立） ＋ 2况
�(1 +1 十 百霆 (1+N咕 － 扣＋空 ］ 。

(41) 

对于 九 一0 的共振模， 由 条件 Re（从切 ＞0 可得到透射定态输出 吁 的不稳定范围为 叶，＜ 巧
＜吁。` 其中

1 
扣 卢[ 20- (1 飞） ＋ 2J 俨－ 20 (1 吱） ］， （42a) 

叶， ＝ 合[ 20 - (1 ＋ 点） － 2产－ 20 (1 ＋点
）

］ 。 （42b)

注意到式(42)与式(29) 完全相同，故知其共振模使透射定态曲 线 的 负斜率部分失去稳定性。
对于 n+.O 的高阶模， 同样可从 条件 Re（从�) >0, 由式(41)得到 n 模的a" 值的失稳范围为
乙iD.<；"<；；max ， 这里

玉 (N,? - 1一看） － 2｀`

）

2 - N无名 ， （43a) 

已 ＝ （归 － 1 一 看) +2 言气－ N吁 。 (43b) 

N) 
如

x 

to 卜 �IY ,/ 
｀ 

5

| 

2 4 
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6 

＿ 
＿ --

10 

卿...._ ,

图 8 高透射率分支失稳区
(0一20, N=5) 

图 9 双稳曲 线上的稳定区 （实线） 与
不稳定区（点线） （0=20, N=5) 

Fig. 8 Instability region of high transm函ion branch Fig. 9 Stable states(solid line)and unstable 
of the steady state curve for 0=20, N =5. states(dotted line) on the b这t.abla curve. 
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这类高阶模失稳可导致双稳定态曲 线 的 高透射率分支的 一部分失去稳 定性。 图 8 为高阶模
使 高透射分支失稳的 范围。 图 9为 双稳定态曲 线上 对应的全部失稳区域。 在以上 的 分析中
如取 N = 1， 便得到参考文献 [4] ... ［6] 中的失稳情形， 失稳后的行为为自脉动。

2) K»1，此时可取式(39) 右 边 大括号为零， 这相当 于近似到(1/ft)O 级项。 于是有

归 ［
40 

f\+2] + (1+Na;j,) + 40(1 - N咕）
= 0。 (44)

(1+N咕） （1+妢 (1+ N叶） （1+ 点）

式(44) 为 实 变 量 i的一元二次方程， 其 中 一个根大 于零 （使定态失稳）的充要条件 为

(1+N吐） ＋ 40(1- N叶）

(1+N咕） （1+ 点）
<0。 (45) 

由 式(45)可求得处千 互＜吁<0r1 范围中 的 定态 吁 是不稳定的， 其 中

如忖刓20- (1＋ 点） ＋ 2产三2 O(1＋妙］， (46a) 

吃 ＝ 心 [20 - （吵） －2J ;;;_2 0（吵）］ 。 （46 b)

对比可知式 (46)、 （42)与(29)完全相 同 。 所以， 在K>丸 情况下， 只有定态曲 线的 负斜率部
分失去稳定性。 因此， 对于 T1 �10一1.,...,10-2能够满足平均场条件的双稳系统， 有 一部分属
于 K<<1 的情况， 但也有相当 一部分（甚至可能是 大部分） 属 于 K>习 的 情况。 实验观察后
一类 双稳 系统的定态性质时， 发现它 们 能够较好地用平均场近似理论来描述，但却观察不到
自脉动现象。

五、 结 论

对于本文分析的 双稳系统模型， 我们通过改变入射与透射 两 端半透反射镜的透射率 比
N 可改变 双稳态的多种性质， 包括双稳区与放大 区的出 现， 双 稳 回 线 圈的高度和宽度、 临界

双 稳合 作参数 Ocrlt 和临界 放大合 作参数 Oamp的值等。 尤其是在 N 值较小时， 调 节 N 值对
定态性质 影响较 大。

我们还论证了在 饥<10-1时可采用 平均场近似， 此时一部分系统的 K>江， 而有些 系统
的K»1。 通过线性稳定性分析， 我们发现 K«1 系统的失稳定态 范围包含定态曲线的负斜
率 区和高透射分支中的一段， 对这类 系统可以观察到自脉动行 为。 但 Jt»1的系统， 其失稳
定态范围 只 限千 定态曲 线的 负斜率区， 这类系统的定态行 为 虽然可用平均场近似理论讨论，
但却不能产生 自 脉 动现象。
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ABSTRACT 

The general ring 氓vity optically bistable systems with two partially reflecting 

mirrors of unequal transmissjvity are analysed. In the mean field approximation, 

the steady state equa缸on is given, and the linear stability analysis of the steady states 

达 performed. It is found that when the ratio of transmissivity T1/T2 varies, the 

bistable loop changes its size and even the systematic behavior varies from the bi
.stability mode into the amplification mode. 

It is pointed out that in the mean field approximation there are many systems 

with K司 OT订夕＂:»1 and also many systems with K «.1. The self-pulsing instability 

这 observed in the latter systems. 
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