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高斯腔模的稳定性
樊锡君

（山东师范大学物理系）

摘要—�在单
横模假设模型范围内讨论了定态及纯吸收情况下的稳定性问题， 结果表明可
能出现失稳。

一、 弓l 言

Lugiato和Milaniu , a] 讨论了TEM00模的场注入带球面反射镜单向环形腔中的光学双
稳态问题， 腔中原子样品的二能级原子体系是均匀展宽的。 他们在单横模假设模型范围内
分析了色散和吸收两种情况下的定态及纯吸收条件下的稳定性， 发现当圆柱型原子样品的

半径远大于高斯光束束腰时，定态曲线的正斜率部分不发生失稳。 这一 结果提示人们：为观

察吸收性光学双稳态的自脉动现象，应尽可能满足平面波条件。

本文假设注入电场为高斯光束的TEM1o模，在单横模假设模型范围内讨论了定态及纯
吸收情况下的稳定性问题。

二、 带球面镜单向环形腔的横模方程

我们考虑 一 个长度为夕的单向环形腔（参看图1)，频率为 Qi 的相干光束注入腔中。腔
， 中的圆柱形原子样品长度为L，面积为m护，体积为V="护L。样品中含有大量(N个）偶极

矩为µ,的二能级原子， 假定原子体系是均匀展宽的， 跃迁频率为o.，纵向和横向的衰变率

分别是"/1和"/J_ 。 我们同时假定入射场有柱对称性， 径向和纵向坐标分别用r和z表示。

扒'I',z, t)为电场，少(r, z, t)为原子极化强度，�('I',z, t)是下能级和上能级布居数差的一
半。

令
九J言扩(r, z, t) =� E(rr, z, t)exp[-i（叫－知）］ ＋0.0., µ, 

少(r, z, t)＝i 『 J了f P('I', z, t)exp［一心（叫－知）］＋0.0.,
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在麦克斯韦方程中略去含有护B／祝气护D／祝气
护P／加和8P／况的项，使用偶极近似和旋波近
似，则E、P和D服从下面的麦克斯韦－布洛赫
方程组气

1 8E 1 aE 一勺E+－－＋＿＿_＿迂，（2a)2i如 彻 C ot 
, 3 

图1 带球面镜的单向环形腔 誓＝7」 ｛DE-P(1+iL1)}, (2b) 
Fig. 1 Unidirectional ring cavity aD 

with spherical mirr0rs. 7ft —=－叶－［PE*+EP*]2 
瓦、ET、岛分别为入射、透射和反射场；镜3、4的

反射率为 100%；镜 1、2 的透射系数为 T +D-X责，叶。 (2c) 

护 1 a 其中甲＝（－－＋－－）是横向拉普拉斯算符， ＂ 气中飞N/（九丫上V)是共振时的不饱和祈2 . r衍
吸收系数，4 ＝ (Q厂吵）／们是原子调谐参量，原子样品的特征函数（参见图1)为，

{1, （团＜春， 心）
X责，z）= ＇

0。 (lz/>春，或,,.>a.)

利用腔的横模展开电场m

E(r, z, 
t
) = �fiz, t)Air, z), 

p�o 

其中
J立 产

A,（仇 z) 勹霄exp[ —匠可］L`�)exp［如， z)J • 
式(4)中比表示拉盖尔多项式(p 阶），有

W(z)=W。[1＋侵）
2

］
切

勹

炉，z)=k，希＋（2p-1)tg-1侵），

1 R(z)=－（泸＋动），
2 

这里W。是束腰，由瑞利长度勾 ＝ 叶V＄八．由式 (4) 得到等式

叩，＋2忱苦＝0

和正交关系

2冗「a,心(,,.,z)A,付，z)分，，fl'o。

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

将式(8)代入式(2a)并考虑式(8)，乘以2zrtA认'I', z)，再对r积分，通过式(9)得到振幅
f 11(z, t)的时间演化方程

, 17R · 



誓叶誓＝ ｀－＂J:祈2�心(r, z)P(仁�, t) 。 （10) 

假设入射场对应千腔的TEM1&模，即
J立 rr 1 r.. 2rr2 知）＝Eo�exp

L 

w(－ 歹) [-w,（专）冲
－

可飞）］exp巳（r, 飞）］，
(11) 

因此式 (10)的边界条件可写为气

网考， t） -Tg。如＋（1-T)产（ －沁）J,传， t －罕），
'Yo ＝ 趴／JT 。

(12) 

式中T是镜1和镜2的强度透射率系数， 84妇？模的腔词谐参量，并有

炉2冗叨 －江－2(2p+1)tg一支 ， （13) 

在式 (18)中，选择的整数叨使得 I liJI I ＜加。方程(12)推广了著名的环形腔边界条件伍3，使
其包括了电场的径向结构。

对于定态悄况， 有

由式(2b)和(2o)可导出
8儿／at =oP /at =an/at =D。

P(lf, i)= (1-iLl)E(If,纷
1+LI气－ IE(r，切I 2 Xv(tf', t) 。

将式 (14)引入式(10)，若使用以下变蜇
t=z/L, 

2| 
u = 2 ［而］，
炉J2 上f,,

冗 W。

(14) 

(15a) 

(15b) 

(16) 

L L 1 
并假定对一一＜乒＜＋一区间的所有W(z)都有W(z)<＜d，则得到以下方程一一＜扣冬－1\ 

2 2 (2 2) 
d J 

砒'/W屯）百 ' = -aL(1-iL1) f 如飞(u) • 

尹位）exp[i亿(!)] 九�' (17a) 
1＋驴＋飞(c, §)尸

＇

戊 (o-, �)尸 ＝ 1+；21(J'f 6飞沁倍）L，位）必叫 2, (17b) 

在推导式 (17)时，使用了式 (3)、（4)... (5)和(6)。这里乡
－．是费涅尔系数，其定义为

歹＝“阴／（辽）。
而礼(�)=2沪旷飞／夕），若定义

g = a:'Yo/W。,

那么边界条件式 (12)变成

J, （分）－T沁叶(1-T)e咄PJ,（主）。 1 (12') 
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由式(17)和(12)可以看出我们的问题仅与吐;, 4，夕
民

，？和沁相关。除单横模近似外，这些
方程都只能数值求解。

二、 单横模模型的定态解

我们再假定腔内场为TEM10模，并有可饱和的吸收器。在放大介质的情况下，如果
TEM10模的增益超过了所有其它横模的增益，这个假设就是相当合理的。

本文应用单横模假设来计算定态并讨论它的稳定性，这个假设意味着在式(3)中舍去所
有＂孔的项。通过令p =p' = l，由式(17)得到

尸吐（1-过）｀
OO

d(J'尸(1-u)
2

1+4耳飞，配＇
1 

(18) 
I岱(u, !) 12 = �e-a(1-u)2 J]1 (fl 12, 1+(�/歹） 2

这里的 G 是由式(15b)定义的。
下面我们仅讨论歹＞习的情况，这时式(18)可写为

詹
＝－如1丑）几L

OO

气(1-u)2

1＋上＋I上，位，妗i'' (18')
l药＇ （u, fl l2 = e-rr(l-u)叮儿(�) 1 2 � 

对变量c积分，导出

詈＝ －m－ 过）B（饥(�), (19) 

其中

B(�) 

我们定义

1 
1平＋下吓{

1+ o.25|J1 （切
1+L1乓IJ心）1 .2

0.881IJ心）�}[1+.dll+ IJ心）尸] :a J 0 

由方程(19)可得到
J1 侈）＝g （§)em(f),

迎＿＿ aLgB(g), 

岱＝aLLlB(g),

B(g) = �{1+�-�} 1+4乓扩 1+4乓护 [l+Ll勺－ g于 °

我们在平均场近似条件

{
”L今0,T今0
吐／T=20 (0为常数）

成立情况下求解方程组(22)。令

� = g(拉

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 

(24) 

将式(22)左端展为级数。因为d戾社，所以可略去（吐平及含(o;L)的更高次方的项，从而得
到
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厂门）一心B（记），

咕）
－ 山（－扮＝aLLIB（沪），

其中

B（沪）
1 

=�[1+ 
0.25沪

1+J2＋沪 1+ 上十沪
0.381沪

- （1+4气）2 ］。 （26)

定义Y＝沪、X＝沪，利用式(12).. （25)及条件
(23)，可得到状态方程

Y =X {[1+20B(X)]S 

+ ['Y/-20.dB(X)]吁， （27)

其中＂ ＝ 衍／T。在纯吸收的情况下(L1='TJ =O)，方

程(27)可简化为

20无 0.25砃 0.381吐
g ＝ 叶 1＋沪［1＋言 一 了了］。

(28) 

图2给出了0=20、4=沪 = 0时由状态方程(28)

所确定的勾 — g关系曲线。

(25) 

置

。

0

0

0

0

0

0
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10 20 30 40 50 60 ，
 图2 定态情况下，透射场工与入射场y的

关系曲线(d»W。，夕＞＞1, Ll=71=0, 0=20) 
Fig. 2 Variation of normalized transmitted 

field x with normalized i11cident.field y 
at steady state for. d/W。>>1, L1=7]=0, 

Y-»1, 0=20. 

四、单横模模型线性稳定性分析

如果我们定义

J设，t)=✓了奇J1(z, t), 

K('I', t) =
u+（亿｝矿］l/上嵌］exp ［ 一 向］，

P(们 z, t) = exp[－蚴心， z)JP(?·, z,. t), 

则可从式(10).. (2b)和(2o)得到单横模模型的方程组：

年 1 8J1 ~ 4r 
言

十
了可

＝－ 吹dr 而 K(rr, 战（r, 忆， t),

8P 
祝一＝，，」也iJ1K(lf', z)-P(1+iLI) }, 

8D 
{ 

1 
祝

— = －汃 — K(,,.，z)［J护＋]1P"l +D — Xv(仇 z) 。2 

注意式(30)包括了所有腔的纵模，单模假设只涉及横模。式(30a)的边界条件是

玑－左， t) =Ty+ (1-T)e勺1 停， t － 气今。

在定态情况(8J订祝＝o,a伪8t=0,8D／祝＝0）下，我们有

(29a) 

(29b) 

(29c) 

(30a) 

(30b) 

(30c) 

(31) 
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厂r,z) ＝｀昊昙饥飞 12 X飞，分，
（82) 

Dst(rr, z) = 1+Ll2 
1+LI气－K予， z) lf1I ~ 2 X责， z）。

以下我们集中讨论纯吸收情况(L1 =,,, = o)，这时可以合理地假设儿和 P 为实函数。为了考
查定态解的稳定性，我们引进三个偏离量：

将式(30)线性化，可得

｛饥，
t
：＇

＝
tf笃， 飞芦3打， z），

8D(仇 z, t) =D(,,.;z, t)-Dst(r, z) 。

警叶譬式心K(r,z)<3P, 

学＝?'1.{K(r, z)[D匈＋J1砬D]-BP},

詈
＝

－ 汛K(r, z) [P匈＋儿，t8P]＋砌。

其中偏离量 Sf 服从边界条件

我们寻找如下形式的解

叽扣）－ (1-T河（专， t 一气）。
汀（巳， t) =e“对(z) +a. o., 

{8P(r，已， t）＝呻(r, z) ＋0. o. ， 
劝(If,z, t) =8"汀(r, z) +o. 0. 。

(33) 

(34) 

(85) 

(36) 

将式(86)引进式(34)井用式(33) 消去汀勹 和江万，这样就得到关于苟的方程（推导方法类似
于参考文献[6])

其中

孚｛－心［奇 K(r. z)F] 令｝可，

F=F(Dat, J山＂，凡，K(ir, z)) 
1 

1＋入／ K(,,.，z)Dst -J1,st 1+ K牙， z）开 ，8t 一1

7.l { [(1＋五）（1＋五）］ • 

［三K(r，切 －
（1+了立沪乌上）］｝。

使用边界条件（郘）及方程 (86) 和 (37) 可以找到决定入值的方程

1~(1-T)exp{ － 早 － 寸＼叫。气K(r, •)F]}。

取（郘）的对数，可得

2冗枷＝ln(l-T) － 享－叶＼气dr 奇 K(r, z)F] 。

九 ＝ 0， 士1, 土2··…·

令巳 ＝ 2“oo/夕, k一改＇／夕，并且在(39)式中代入(32)，从而得到
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(38) 
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§ 
入 一 一 记 ＋ 多 ln (l -T) - 20ky.L r l  d玑

r红（入， 名 亿 (e)) = J:drrX次， 的4rr

-2 

K牙， 妗 ．
w� 

1 .  ?'l [l - k予， Q）开 ，st(§) ] ＋ 入
1 + K2�) （?'上 十入） （7l ＋入） ＋ 7上7 IK2(r, g)Jf.st(g)

°

(40a) 

(40b) 

脚标 九 对应千腔的纵向频率， 而 仰 一 1 对应于与入射场 共振的腔的频率。 并且本征值是以 脚

标 九 来标记 的 ， k 是空腔 阻尼常数。
现在考虑 心<<1、 T«1 的 情况， 我们用 一 T 代替 ln(l -T)。 因为在这种情况中 定态场

1 
归的 在区 间 一 歹＜扣飞了 内 实 际上是均匀的， 因 比可 以用 儿，＂ （可) =X 来代替它 （参见式

(24) 和(21)） 。 我们 只考虑 K<＜兀， 7， 的情况， 这样式(40a)的解立 即可用迭代 法求得。
¥ 

儿 ＝ － 记 — 叶1 + 207［ 招 （ －记， g, 吩 ＋0 （合 ， 奇）｝ 。 （41)

为 了 简化问题， 仅考虑夕飞»1 的情况， 可舍去K(lf", e) 的表达式中 S/:JF心 项， 再令 云" = a,,/,11.、
/J. =7 1／兀， 并定义cre = 2(r/W。）气 e ＝泸(l - o-0) 28女， 这里 z 由 式(24) 给 出 ， 并考虑到d>>W。,
可得

入 ＝ － 归a.. － k {1 － 竺 J:(d/Wo)也。． 二 (e - 1)B+i云”
护 0

-- u l + E (1 － 记） （B－ 还） ＋Be ° 
(42) 

当 九 ＝ o, 士1, 士 2, ． ． ． … 的取值 中 至少有一个能使得 Re入n>O 时， 定态是不稳定的。 因 比失

稳条件是

其中
且b)（护） ＞1,

H心） ＝ 空 I2(d/W·），
如。 二－ Ro B(e - 1)＋丘

护 。 1+ e (1 - d6,.)（B—ia..)+ Be 

(43a} 

2O 2(d/w.)． e /3(e - 1) （B - 6:+Bc)－a识(/3+1)=
了 l。 如

。 ＝ · （B － 动 ＋釭＋ 社 (B+1) 2 。 (48b)

在方程(43a) 中， 左边表示第 九 个腔模的“增益”， 而右 边表示 已归一化 的 损耗， 当 至少有一个

腔模增益超过损耗 时， 则 会发生失稳。 （钻b)中的B 具有 1 的数量级， 为了简化运算， 我们取
fJ =l， 那么式(43b)变为

卧 （泸） ＝ 空 「 心。 二＿ ． （e － 1) （1 － 妇） － 2社 ＠b
'
)泸 o 1+e (1 气斗压）2＋4心 ° 

将式 （钻b'）中的被积函 数作适当变换后按级数展开， 经过冗长的计算， 得到
20 丑伈 （沪） ＝ － 一－ Q(伟）（沪） ， （44) 
记

其中
1 吐

Q(“) （成） ＝ － （2 + a) 沪＋ ［（2+a)(0 . 5吵＋0 . 881记） 一(2 - a,)2(2a- O . 75x?)J + 
G 萨

＋ 
“生

歹 [(2+a) ( -1 . 52彻主＋ 0 . 849已＋0.69妇）

一 (2 - a;) 2(5吠＋ 0 . 528"ar2+1 . 418动］ 。 (45) 
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一Rel/!

1.. 5 

20 马

(“) 入射场为高斯光束 TEM10 模 (0=30, .1－叮＝o, {3=1, 夕＞丸， W。＜＜d, X=14.5) 
(a) For TEM10 mode, C一30, Ll=ri=O, {3=1, 乡＞＞l, W。＜也， ＂一14.5.

一 ReJ/k

a” 

(b) 入射场为高斯光束 TEM00 模 (0=30, .1=0=0, /3=1; !T»l, W。>汤， 石＝8)
(b) For TEM00 mode, 0=301 L1=0=0, {3＝ 1, 夕＞丸， W。＞＞d, 正＝ 8.

- Re.l!k 

一30 - 20 - 10 。 10 20 30 
(I问

(c) 情况如 (b) ， 但 0=30, W。＜姐， “＝ 14 .5
(c) For TEM00 mode, 0=30, W。<＜d, X=l4 .5. 

图 3 沁M 作为连续变化的 云＂ 的关系 曲 线
Fig .  3 Variation of Re入 withan .

式 (45) 中 G- = (1 － 记 ＋吐沪 ＋ 4动， a = 1 － 动。 在这 种 情 况 下， Re入＂ 可表达为

Re入ti = － 中号 心（妒）｝。 (46) 

现在 考虑定态 曲 线 护动(y) 的 高透射分支， 将 5“ 看作连续变化 的 量， 取 6 =＝30, Qj =14 .5,

则 由 式 (46) 得到 的 Re从－己 关系 曲 线如 图 3(a,） 所示。 显然， 倘若至少有 一 个腔频使得 云九

处于 a01in<a"< a01u 区 间 ， 定态就是不稳定 的 。 图 3(b) 和 3(o) 分别 给 出 入射场 为 高斯 TEMoo

模， 在单横模模型 中 的平面波近似和非平面 波 近 似 的 情 况［气

致谢—一 本 文 在 写 作 过 程 中 得 到 宁 波 大 学 陈 继 述 教授 的 热 情 指 导， 又 承 蒙 宙 间 了 全 文， 作 者

在 此 表 示 衷 心 的 感 谢。
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ST ABILITIES IN GAUSSIAN CAVITY MODE 

FAN XIJUN 

(Depatftme砒 of P的芯， S加砬mg N”mal U成ve,rsity)

ABSTRACT 

The electric field injected into a unidirectional ring 组vity with spherical mirrors 

is assumed to be the TEM10 mode of a Gaussian beam. In the framework of the single 

transverse mode model, the stabilities of the stationary state 也se and the purely 

absorp让ve 也se a.re 迦凹函． The results show that the instabilities may appear. 
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