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黑体辐射中普朗克积分的新展式

徐新闻＊ 王新穗＊＊ 糜正瑜＊＊ 钟万脊＊ 戴显熹＊
（中国科学院上海技术物理研究所红外物理开放研究实验室）

摘要一— 讨论普朗克积分（相对波段光子出射度 R”位）和相对 波 段辐射
出射度Rm （动）在炉三hv/kT<10 ，情况下的幕级数展开式。 利用惟析开拓
方法避开炉＝ 2IT亟处被积函数的奇性，给出高阶系数的解析展式，导出了
R”位）和Rm @）的若干幕级数展式，在Ix 一 “ol <1时精度为10

一9 ~10寸o;

在jx 一 ”矶,0.5时精度为10
一

气

一、 弓 I 言

其中

各种类型的普朗克积分，例如辐射出射度M。，入和光子出射度N。”可表示为 Cll

N。,i = Kx（'AT)No,00=＂吓R”位），
M。心 ＝ Ku('AT)M。.OO=cT4Rm 位），

加 ch 4元 胪 2胪矿
亿＝ kT ＝冠俨＂ ＝ 了下'(3), u＝ 三＇

，，，，入，c, T, k, u分别为光的频率、波长、 刃
光速、温度、玻尔兹曼常数和斯忒籓－玻尔
兹曼常数。 我们已经获得亿�2的和炉..;;2

的Rn@）和Rm（无）的各种展式立。数值计

算表明， 幕级数表示在一般程序中远比指

数表示省时间。 为了提高计算速度，希望

在较大的尤值时， 仍运用幕级数表示。 虽
然R,. (x), Rm @）的Bernoulli数展开式的

收敛半径可达2m;， 但壬＞2时收敛慢。 此

外，阳＞加时，下列公式不再适用：

一4兀 一2冗

(1.1) 

(1.2) 

(1.3) 

＇， 

I
 

X! 
1 

J 

—巳- = tB“ 三－
J

(1.4) 护 － 1 n=0 n！ 图 1

因为正＝ 2�成为母函数的奇点。 但是，我们可以通过解析开拓的办法，绕过这些奇点． I
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这个解析开拓的方案是可行的，只要将Taylor级数分别在不同的区间写出，使其在运
用的各区间内没有奇点。这将是解析开拓思想的一个具体应用（见图1)。

二、 Rn(X)和Rm(X)的幕级数系数的递推式

R,.(x), Rm@）的这种解析开拓不但具有应用背景，而且在数学上也是自然的，方便的。
因为它们的各阶微商全部均是初等函数：

其中

d Rm（吩 15 
dz 

=-—妒b位），冗4

d R"（吩
妒 ．

＿ ＿ ＿ ＿＿ b(吩，血 2从3)

b(亿)= （e仁－ 1） -1, 

则 R,,.位） -= R上）—兰－心（彻）（无 一 彻）＋＄阳（吩住了必

凡位）＝凡（吩－ 咚b（心 （幻 — “扩（亿 — 彻）＋�R沪（力。） ＿＿＿＿ 
泌(3) 1=2 l ! ｀） 

再利用Lebnitz公式，得：
15 R炉位）＝ －—［沪b(n-1)（吩＋＆沪(n-1)b("一2)（吩冗4

+3(n-1) (n-2)亿bcn-3>(x) + (n-1) (n-2) �n-8) b（九
一4)（2)］，

1 R;11）（x) =－－－－－－－－,[x2b（九
一1>(x) +2(九-l)wb<11-2>(x)+（九－－1)(n-2)b<n-3>(:1;)］。

,(3) 

三、 b(九)(x) 的递推式

(2.1) 

(2.-2) 

(2.3) 

(2.4) 

(2.5) 

(2.6) 

(2. 7) 

为保证比（吩， R”位）的幕级数精度为10一srvl0-10, I血I<1，一般要用到b位）的直到
12阶的徵商，这不是轻而易举的事；为此，我们设计了两种方案。
方案I. b(“)的高阶微商用低阶微商递推表示，详细的计算结果为：

b'（x)=-b(b+1), 
b'，位） ＝ －b'[1+2b], 
b'“位） ＝ － 2b'.a-(1+2b)b", 
砂（x) = -6b'b"- (1+2b)b"', 
b<5>(x) = -6(b") 2— 8b'b'" - (1 + 2b) b<4>, 
b(O) （X) = -20b"b"'-10b'b<4> -(1 + 2b) b(5), 
b行）＠）＝－ 20(b'”)2-80b'／b(4)-12b/b(5)- （1+2b)b(6), 
b<8>(x) = -70b"'b<4) — 42b"b<5> - 14b'b'6) -(1 + 2b) b(7), 
b<0)(x) = -70[b<4>J2-112b"'b<5)—56b“b(6)－ 16b'b(7)- （1+2b)b(S), 
b包0)(无) ＝ - 252b(4)b(5)-168b'“b(6) 一－ 72b"b(7)-18b'b(S) _ (1 + 2b) b(I}), 

(3.1) 

沪心） ＝－ 252[b(5)］＇-420b(4)b(6)-240b” '庐－90b'＇沪－20b'沪－ （1+2b:)产，
b心）（“）＝ －924bG)b(6)－660b(4)b(7)_330b”'b(8)-110b“b(9)－22b'b(10)－ （1+2b)b(ll.). 
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方案II.将护（吩展开为b(“)的多项式
例如： b＇ 位）一－妒P,

一般地，令
b” （亿） ＝b+S沪＋2b飞

k+l 

沪） （幻） ＝工少（吩护（吩，
,.,=l 

可证明，系数存在下列递推关系：
＂叩）＝ －叭1) = (-1)出1,

｛如1(K+2)＝－ （K+1沺(k+1) ，

a1'+1Cv)=-[vo:"(v) +(v-1)o:"(v-1)], (v = 2, •··, k), 

(3.2) 

(3.3) 

(3.4) 

由此，可以导出b(a:）的前12阶导数的以叭吩多项式表示的表式，其系数列于表1中。

四、Rm(X) 和 Rn(X) 的幕级数展式

1.关千环的选取
我们准备在无..:;;10的范围内运用幕级数展式。在0<亿.;;;2区域内，文献[1]中已经给出

了儿(a:), R＂位）的幕级数展式。在"�10的区域内，我们可以运用下列指数展式：

氐）＝最{-吐ln(l- e-e) +2九匀e
一心 ［主号］｝， （4.1) 

15 ... 2. 2x. x2 

岳）＝司－“3ln(1-e-宁)＋8奇f11Z[¾勹－＋言｝。 （4.2)

因为"�10时，上列公式收敛很快，只要取n= 2即可准确到10-s以上。
在2< 如.;;JO范围内，要视Taylor展式的 I a:- a:o I的宽度。如果取 1＄飞。l<1，则需取

如＝3, 5, 7, 9。 , （4:3) 

如果要求 I cv - cro I c;;;o. 5．则取
亿0 = 2.5, 3.5, 4.5, 5.5, 6.5, 7.5, 8.5, 9.5。 (4.4)

对这少数几个点的RII@。)，凡，（彻）的值，可以运用式(4.1) (4.2)算出，准确到10-12以上。
2．系数的计算方案
方案II将b(k) （亿）用b的多项式表示，一般包含的系数较大，b心）位）的多项式系数可高

达11位数字，又因沪）（少）在＂较大时一般很小，大都是b(a:)的晕级，因此式(3.8)就很难算
得准确。方案I就不同了，b心） （心的混合表示系数不超过924。再加上各低阶微商本来是
应该算的，，因此在计算机计算中反而显得方便，而且实用、准确。故我们将运用式(3.1)计算
下列系数：

B,.(K, x0)�R俨（动/kl, B,.(O，彻）圭凡（吩；
比（K,彻）=R炉（吩／k!, Bf71(0,彻）圭比（动；

(4.5) 

为保证R”(“)和比（亿）的展式的精度在10
一9~10玉范围内我们计算了忆。 ＝ 8, 5, 7, 9的

B帅（动，B111@）及它们的前12阶微商值，准确到12位有效数字，列于表2中，则有：
12 

R“@)＝王B”(KJ 如）（忆 — 彻）气
"/c=O 

12 
Rm位）＝工凡（K,彻）（＂一 彻）气

k=0 

(4.6) 

(4.7) 
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飞， ｀
表1 b（怎）前12阶导数的多项式系数“k(“)（用A(K,v)表示）

Table 1 Coefficients ak(11) expressed by A(K, v)�orresponding to K=1~12 

A(l, 1) 一1 A(9, 2) -511 

A(l, 2) 一 l A(9, 3) 一18660

A(2, 1) 1 A(9, 4) 一204630

A(2, 2) 3 A(9, 5) 一1020600

A(2, 3) 2 A(9, 6) 一27392的

A(3, 1) 一1 A(9, 7) -4233600 

A(3) 2) 一7 A(9, 8) 一8780000

A(3, 3) 一12 A(9, 9) 一1814400

A(3, 4) 一6 A(9, 10) 一362880

A(4, 1) 1 A(10, 1) 1 

A(4, 2) 15 A(lO, 2) 1023 

A(4, 3) 50 A(lO, 3) 57002 

A(4, 4) 60 A(lO, 4) 874500 

A (4, 5) 24 A(lO, 5) 5921520 

A(5, 1) 一1 A(lO, 6) 215皿0

A (5, 2) 一31 A(lO, 7) 46070640 

A\5, 3) 一 180 A(lO, 8) 59875200 

A(5, 4) 一390 A(lO, 9) 46569600 

A(5, 5) 一360 A(lO, 10) 19958400 

A(5, 6) 一120 A(lO, 11) 362邸00

A(6, 1) 1 A (11, 1) 一1

A(6, 2) 63 A(ll, 2) -2047 

A(6, 3) 602 A(ll, 3) 一173052

A(6, 4) 2100 A(ll, 4) -3669006 

A(6, 5) 3360 A(ll, 5) -33105600 

A(6, 6) 2520 A(ll, 6) 一158838240

A(6, 7) 720 A(ll, 7) -451725120 

A(7, 1) 一1 ,. A(ll, 8) -801496080 

A(7, 2) 一127 A(ll, 9) -898128000 

A(7, 3) 一1932 A(ll, 10) -618710400 

A(7, 4) 一10206 A(ll, 11) -239500800 

A(7, 5) -25200 A(ll, 12) -39916800 

A (7, 6) 一31920 A(12, 1) l 

A(7, 7) -20160 A(12, 2) 4095 

A(7, 8) 一5040 A(12, 3) 523250 

A(8, 1) 1 A(l2, 4) 15195180 

A(8, 2) 255 A(12, 5) 180204024 

A(8, 3) 6050 A(l2, 6) 1118557440 

A(8, 4) 46620 A(12, 7) 4115105280 

A(8, 5) 166824 A(12, 8) 9574叩0

A(8, 6) 317520 A(l2, 9) 1娃95120640

A(8, 7) 332640 A（卫，10) 14270256000 

A(8, 8) 181440 A(l2, 11) 8821612800 

A(8, 9) 40320 A(12, 12) 3113510400 

A (9, 1) 一1 A(12, 13) 479001600 
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表 2 R.,.（元）、 凡（分 的幕 级数展式前功 项系数（续。 ＝ 8、 6、7、9)

Table 2 Coeffioien切 Brn (K, 怎。） and B,. (K, 元。） corresponding to 怎。 ＝ 3、 b、 7、 9 and K=O～尥．
“ K 

3 . 0  。

3 . 0  1 
3 . 0  2 
3 . 0  8 
8 . 0  4 
s . o  5 
3 . 0  6 
B . O  7 
8 . 0  8 
8 .0  9 
8 . 0  10 
3 . 0  11 
8 . o  12 

吹 K 

5 .0 。

5 .0 1 
5 . 0  2 
6 . 0  8 
ti .0 4 
5 .0 5 
5 . 0  6 
5 .0 7 
5 .0 8 
5 .0 9 
!l . O  10 
5 .0 11 
5 .0 12 

女 K 

7 .0 。

7 .0 1 
7 .0 2 
7 .0 8 
7 .0 4 
7 .0 5 
7 .0 , 6  
7 ,0 7 
7 . 0  8 
-7 ．0 9 
7 . 0  10 
7 .0 11 
7 .0 l2 

江。 K 
l..＿_匣--酗..-－...,·一＿＿＿＿＿＿·__＿

9 .0 。

9 .0 1 
9 . 0  2 
9 .0 3 
9 .0 4 
9 . 0 5 
9 .0 6 
9 .0 7 
9 .0 8 
9 . 0 9 
9 .0 10 
9 .0 11 
P .O 12 

B.,. (K, 心

. 6069845597266D + 00 
一 ．2178467826124D +OO

.5707116951679D -02 

. 1000087 447170D -01 
一 . 1859751755387D一02
一 ．8160859841161D-04

.B189498501414D -04 
一 .1355739125653D -04

. 59607 40990020D - 06 

.1460157934591D-06 
一 ．2721296555972D -07

• 6666736015143D一09
• 3945560336675D -09 

Bm (K， Zo) 

. 2454669107907D + 00 
一 . 130576651668&D +oo 

. 2655822380563D- Ol 
一 ． 1138250051897D -02 
- , 60866g4416103D- 03 

.1469914999915D -OS 
一 心233!+邸582943D-04-
一 ， 9578041408206D -06 

. 4112207775131D -06 
- ,547717827!1816D -07 

. 27 4-8816290767D -08 

. 333012970钻23D一09
一 ．8527531731368D - 10

B.,. (K, 岛）
已 勺于

. 7557360958472D-01 
一 ．48208178343的D - 01

. 13795765邸669D -Ol
- .2147381920816D-02 

. 135287 4424679D - 03 

. 1801817980512D - 04 
一 ．581982692/5801D -05 

• 7336695879421D -06 
一 ．3893187643941D -07
一 ．泌89465943617D-08

.1053537165339D-08 
一 ．1265697729006D- 09 

.8152701投1099D-ll

Bm (K， 功）

. 1961297996512D -01 
- . 1385551136701D -Ol 

.4619358847497D-02 
- . 9414714432420D-03 

.123841l666762D-oa 
- .  9127288539986D-05 
- . 1323738247574D -06 

.1414558259180D -06 
一 . 216085溢29869D -07

. 1887301386149D-08 
一 ． 7459683193650D -10
- .  6249686594-912D - 11 

.1555196139620D- ll 

B,, (K, xo) 

. 8586980704978D + 00 
一 . 1961476i79116D +oo 

. 3782992096566D - Ol 
• 5980650408366D - 03 

- . 1824023122987D � 02 
. 4129263816877D -03 

一 ．4096412784889D -04
一 ，5029392870222D -06

• 6833913794535D -06 
- . 7101478340259D -07 
- .  3197919906058D -08 

.1569334667378D - 08 
一 ．1242635625104D - 09 

Bn (K, Xo) 

. 1039881862044D + 00 
一 ．7054215661997D - Ol

. 2140191380942D - Ol 
一 ． 3468511715153D - 02 

, 1914518522756D -03 
．柲77774579650D -04 

一 . 1479昭299388D -04
. 201902氐12231D -05

一 ．1311732009607D - 06
- .  626998713284-2D - 08 

. 261360612郎43D -08
一 . 2952956491354D -09 

. 8068756692167D一11

B冗 (K, a:o) 
~..--.....--－-－－－－— --·....』....._, 

．诏66431993408D -01 
- . 1860269604971D - Ol 

．的52309490670D-02
一 . 14621901152368D - 02 

. 208868340龙57D -03
一 . 1691776582083D - 04 
一 . 2317 500661913D -06 

. 311钻78697498D － 叩
一 ．5395911649278D-07

• 5505427193025D-08 
一 ． 8012990036920D -09
一 ． 9711329288035D -ll 

. 4417707092272D - 11 

Bn (K, !Xa) 

.518489573邸lOD - 02
一 ．4158466993269D - 02 

.1617438237963D - 02 
一 ．4023749044164D - 03 

. 7069980192325D - 04 
一 ．902鸦08093658D - 05 

. 7958083122756D - 06 
- . 3333600454707D - o7 
- . 32丛384642043D - 08 

. 8868705005953D - 09 
- , lll0758638098D -09 

• 9344060207 613D - ll 
一 ．4.849474304914D -12
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由 表 2
) 式 (4 . 6) 、 （4.7)并改进文献[1] 中 的（5 ． 21) , （3 . 17)，夕 即 可 获 得 无�10 情 况 下 的

I 血 I <1 的 展式， 精度保证在 10-9 以上。 当 a:>10 时， 可运用式 (4. 1) 、 （4 .2) ， 只 须取 n=2
即可。 从而整个区域上的普朗克积分数值就可 以方便地算出。

五、 [ (3) 的 精 密 计算及公式的校验

这些展式的另 一类重要的工作， 是误差 的确定和仔细的检验。估计这些展式的精度是个
和 当 复杂 的 问 题， 但这对于实 际应用都是十分重要的。 我们在文献[1] 中 已给了 正� 2 时的
凡（吐 凡（吩展式的误差估计， 以 及 亿�2 的 Bm（吩， 凡（动 的指数展式的误差估计。 为 了
实现 2.:;.:;a:�10 情况 下 Rm（吩， R"（亿） 的 幕级数的误差估计 ， 利用了 Lagrange 型余项 ：

1 
14. l =�IJ（叶1)（§) （矿 一 吩） “气 � � IJ<"+l) (D I 。 (5 . 1) 

(n+1) 1  （妇： 1”
妇 － 1＜令芍。＋ 1)

因 为 我们 取间 隔 1 ＂飞o [ <1, 由 我们所得之系数看 出， 展式误差将比 10丑0 小。
为 了 实 现实际 比对， 我们选取误差最大的点 （取＂ － c。 ＝ 土功 的 幕级数结 果与精密算出

的指数展式结 果作比较。 实 现这个精密 比对的关键之一，是获得 队3)的 12 至 14 位有效数
字。 不然， 两类公式很难获得一致的结 果。 同时， 从3) 作为黑体辐射中 出 现的 基本数字， 细
致地计算一下也是必要的。 文献[2] 对 从3) 运用 了 下列近似：

- 10�1 1 t(3) t::::=.t.(3, 100051) E, � 勹-·= 1.20205690, (5. 2) 
九＝1 九

由 于 没有明 确的误差估计， 使 用 时没有保证。 我们在实际计算中 也发现这个值妨碍了 两类
展式的严密比对。 我们可靠地估计了 这个值的误差， 发现它是 o.5 x 10飞 从而解释了 两类
展式计算结 果的分歧的原因。

为 了使这个数值计算 精确化， 我们 求出 了 10100 项的和。 后来发现计算机计算中 的误
差积累也是可观的。 对这类数值的精密计算，宜采用手续简单而精密的方法。 为此｝ 我 们 运
用 下列数学定理 ：

［定理］ 对一 切递降正项级数：

存在下列近似值表 示 ；

误差 为

因 此我 们 有：

oo N' 
2 ==  � u(n) , $(N) - � u (n) ,  

n=1 n= L 

狂�(N) + J: u(n) dn- { u (N) , 

1 
| 4N | ＜-u(N) 。2 

N .1 
t (3) � � � + 

1 1 1 1 
＂＝门了 可 下5

一

2 N8'

I L1N I  < 1 1 
五 飞芍 0

(5 . 3) 

(5.4) 

(5.5) 

(5 . 6) 

(5.7) 

为了避免误差积累过大， 我们先计算 ( (3) - 1 . 2020569031591, 然后 再加上这个 常数项。 采
用 了 上面的各个措施后， 计算 10” 项， 即 可精确到 5 x 10-13。 实 际计算表明， 计算到 N-
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80000 项 时， 已准确到 10
一14， 因此我们 得到 的 队3) 的数值为：

' (3) 兰 1 . 2020569031596。 (5 . 8)

它 的精度至少保证在 5 x10
一13 范 围 内。

运用 这个数值， 我们 成功地实现了 两类展式的严密 比对。 结论是： 我们所获得的 幕级数

展开式， 当 坏�10, l 允
— aio [ <0 . 5 时， 有 5 x 10

一扭 的精度。 在此精度下， 与 作 了 严格可靠的

误差估计 的指数展式是一致 的。

总之， 我们 获得了 黑体辐射物理噩在各种条件下的解析 表示， 并带有可靠的误差估计，

为科学的程序设计及程序库的建立提供必要的 准备。
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SOME NEW EXPRESSIONS OF PLANCK INTEGRALS LN 

BLACKBODY RADIATION 

Xu XINWENG" WANG XrNDE** Mr ZHENGYu** ZnoNG W.ANHENG* DAI XI.ANXI偷

(Labo-ratO'!'y fo-r I'llfra亿a Physics, Sha'llghai I祁仇tute of T沈h如cal Phy劝cs, Ac或动而a Sinica) 

ABSTRAOT 

Some e:xpressions of Planck :integrals (the relative photon radiant exitance Rn(x) 

and the relative radiant ex池nee Rm 位） for 正＝ 加／kT<10) are derived with accuracy of 

10-9,...,,10一10 for I x - "叭 <1 or 10-rn ·for | 亿 — 工。 ， <0 . 5. By means of analytic continuatio n, 
the singularities of integrands at 沪 ＝ 2.m诚 are avoided. Analytic expressio颂 of higher 

order coefficients are given. 『I1he accuracy of the expressio邸 迫 checked in de阻il.

备 (Department of physics, Fudan University) 
«« (Shanghai Institute of Technical physics, A也demia Sini也）
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